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1, & 论 
1.1. 要 解决 的 问题 | 


理论 物理 学 家 或 化 学 家 在 用 周围 世界 的 模型 进行 研究 工 
作 上 ， 花 费 了 大 量 的 时 间 . 一 个 模型 常常 给 成 为 一 些 变量 的 
数学 描述 ， 其 中 有 些 变量 是 确实 存在 的 ,并 且 是 可 测 的 (如 压 
力 ), 而 另外 一 些 变量 可 能 仅仅 是 假定 的 《如 一 个 新 粒子 的 特 
fi). 这 些 模型 往往 是 常 微分 方程 组 ， 其 中 独立 变量 是 时 间 ， 
而 因 变量 是 物理 变量 ,通过 变量 的 代 换 ，。 或 者 由 于 处 在 平衡 
状态 的 系统 的 解 是 与 时 间 无 关 的 ， 所 以 有 时 独立 变量 可 以 是 
一 个 物理 变量 .但 是 在 本 书 中 ， 我 们 将 处 处 称 时 间 为 独立 变 
E. 下 面 要 讨论 的 方法 都 不 依赖 时 间 的 任何 特殊 性 质 ， 所 以 
读者 应 准备 用 * 来 代替 空间 或 者 代 规 适合 他 所 需要 的 量 。 
O 构造 好 模型 ,还 要 做 两 件 事 .首先 ,必须 对 它 进行 检验 ,这 
要 求实 验 员 在 实验 室 做 试验 ， 将 模型 的 运动 状况 与 试验 中 观 


察 到 的 结果 相 比 较 .其 次 根据 对 模型 的 运动 进行 的 研究 ,理论 


工作 者 希望 预 估 客 观 世 界 的 变化 ， 这些 常 徽 分 方程 除了 很 少 
情形 能 直接 积分 外 ,在 要 求 得 到 一 些 数据 的 情况 下 ,它们 的 积 
分 要 舒 数值 计算 员 来 完成 ， 假 定 刚好 向 我 们 提出 了 一 对 方程 


ya eons (1.1) 
其 中 y 表示 dy/dt. 在 我 们 用 计算 机 来 计算 之 前 ,必须 向 物理 


SE MLB MRNA LES Pe 
开始 积分 之 前 ， 我 们 必须 得 到 为 了 确定 一 个 问题 的 足够 


的 信息 ， 方 程 (1.1) 含有 二 个 未 知 常数 和 4, 称 之 为 参数 ， 


而 且 必 须知 道 它们 的 值 ， 如 果 问 题 是 要 将 试验 结果 与 对 ?和 


9 的 各 种 值 的 数值 积分 结果 进行 比较 ， 从 根本 上 确定 这 些 参 


” 数 ， 可 能 要 做 大 量 的 积分 ， 也 许 需要 研究 更 好 的 方法 .这样 


一 类 问题 放 到 倒数 第 二 章 来 讨论 ; Ri ] 首 先 假定 所 有 的 参数 i 


” 均 已 给 出 ， 
| 考虑 方程 
p T2 (1.2) 
它们 有 解 : 


4 = A sin (2 + œ), 


z 一 Acos (e + æ), (1.3) 


其 中 有 两 个 积分 常数 也 和 o, 一 般 说 来 ,N 个 一 阶 方程 的 组 有 
”NN 个 积分 常数 ， 如 果 我 们 要 提供 数值 和 解 。 也 就 是 对 * 的 一 些 


值 计算 y(t) 和 z(z) MA, BA, 为 了 确定 这 些 积分 常数 , 必 
须 给 出 足够 的 信息 ， 如 果 因 变量 y 和 * 的 值 给 定 在 称 为 初 值 
的 * 的 一 个 值 上 , 一 般 来 说 , 解 就 确定 了 (我 们 假定 已 作 了 
一 个 变换 , 使 = 0。 这 不 会 影响 问题 或 者 所 要 讨论 的 方 
法 )。 确 定 y 和 z 在 未 来 时 刻 :上 的 值 的 问题 叫 作 初 值 问题 ， 


“另外 , 因 变 量 的 一 些 值 可 以 给 定 在 若干 个 不 同 的 * 值 上 ,这 出 


作 边 值 问题 .这 问题 的 最 普通 的 形式 是 两 点 边 值 问题 ， 其 中 . 
函数 值 给 在 t 的 二 个 值 上 , 比如 。 和 .如 果 有 个 一 阶 微分 


“方程 , 日 有 M 个 因 杰 量 在 :一 0 给 定 , 则 N-M 个 值 必须 给 定 


在 :一 5 上 .在 一 些 条 件 下 ,这 将 会 得 到 一 个 解 . +- 
. 微分 方程 组 的 积分 是 一 族 曲 线 ， 例 如 , y = y 的 积分 为 
y= ce, 它 是 图 1.1 所 表示 的 曲线 族 。 选取 初 值 是 为 了 从 族 


中 选择 一 条 曲线 。 如 果 积 分 常数 多 于 一 个 > REHAR ARA 


_ 难 了 . 但 是 我 们 能 够 用 考虑 方 程 (1. 2 的 解 族 (1.3) KWAR 


图 1.1。 一 阶 微 分 方程 解 族 


点 边 值 问题 .如 果 y 的 值 在 : = 0 给 定 , 于 是 z 在 := 0 的 不 
同 的 初 值 将 给 出 图 1.2 所 示 的 不 同 解 组 成 的 较 小 的 族 。 如 果 
y 在 另外 一 个 时 刻 * 一 5 给 定 , 这 个 什 足 够 用 来 选取 所 需要 的 
族 中 的 曲线 。 在 这 个 例子 中 ， 如 果 我 们 巴 选 好 y(0) 二 0 和 
b 一 x, 则 对 = 的 不 同 的 初 值 ,会 得 到 图 1.3 所 示 的 曲线 族 .在 
这 种 情形 , 指定 yC) 的 值 ， 不 能 得 到 完全 确定 的 问题 ， 当 
Xx) 一 0 时 , 有 无 限 多 个 解 ; 而 当 y(x) < 0 时 , 没有 解 ， 因 
此 ， 我 们 看 到 边 值 问题 不 总 是 有 唯一 解 的 。 初 值 问题 也 是 这 
样 ,但 幸而 还 能 够 给 出 关于 初 值 问 题 具 有 唯一 解 的 适当 准则 . 
由 于 处 理 两 点 边 值 问题 的 方法 类 型 不 同 ， 我 们 只 讨论 关于 初 
值 问题 的 方法 . | o 


J 


| t 
0 ben 


All.2. 两 点 边界 值 问题 图 1.3. 没有 唯一 解 的 两 点 边 值 问 题 


有 了 确定 所 要 求 的 解 的 充分 材料 之 后 ， 物 理学 家 必须 提 

出 解 的 精度 要 求 , 用 这 个 精度 确定 使 用 的 方法 ,而 且 还 要 用 它 * 
核对 所 提供 的 初 值 和 参数 的 精度 。 虽 然 假定 参数 是 准确 的 ， 
但 还 要 研究 初 值 中 的 误差 的 影响 。 方程 y = y 的 解 族 在 图 
1.1 中 给 出 .由 于 初 值 误 差 使 得 选取 了 一 个 错误 的 解 (假定 因 
为 初 值 误 差 得 到 的 是 虚线 所 表示 的 解 而 不 是 实 线 所 表示 的 )， 
则 随 着 时 间 增 加 ,曲线 之 间 的 差 也 增加 . ERAS 
F :的 速度 增加 .我 们 称 这 种 现象 为 方程 的 不 稳定 性 ， 另 

一 方面 ,车 有 方程 y'== 一 y, 我 们 得 到 由 图 1.4 所 示 的 解 族 .在 7 
这 种 情形 ， 当 * 增加 时 误差 碱 小 。 这 种 现象 称 为 方程 的 稳定 wh 
性 .如 果 初 值 给 在 上 一 0 上 ,积分 积 到 : = 5, 则 最 终 的 误差 | 
是 初始 误差 的 。-* 倍 。 对 于 微分 方程 y 一 dy, Hh 是 给 定 E 
的 , 则 误差 增长 e* 倍 。 如 果 1 <0, 初 值 误差 没有 增加 , 于 + 
是 方程 是 稳定 的 。 如 果 1 > 0, 则 方程 不 稳定 . o 


1.4. 稳定 的 解 族 


显然 ,我 们 能 够 得 到 的 精度 部 分 地 被 初 值 的 精度 所 限制 
类 似 地 ， 精 度 也 将 被 参数 中 的 误差 记 限 制 。 一 部 分 积分 工作 
可 以 用 来 确定 由 这 些 误差 所 引起 的 解 中 的 误差 .假使 我 们 能 4 
够 直接 积分 方程 ,对 所 有 可 能 的 初 值得 到 的 解 族 进行 考察 ,就 “o 
能 够 做 到 这 一 点 。 BE RARE DST MA RER, 
那么 这 个 数值 解 将 引进 附加 的 误差 .所 能 获得 的 最 大 精度 将 
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被 初 值 误差 所 限制 . 


虽然 可 以 认为 我 们 已 经 有 求解 方程 的 足够 的 信息 ， 但 是 


”在 开始 数值 积分 之 前 ， 还 必须 考虑 解 的 存在 性 .许多 数值 方 


法 均 会 得 到 一 些 数据 ,但 是 如 果 问 题 没 有 解 , 这 些 数据 显然 是 
讲 无 意义 的 。 特别， 必须 保证 方程 具有 唯一 的 解 。 一 个 通常 
的 定理 如 下 : 

定理 1.1。 假设 有 微分 方程 y = f(y, ,其 中 y, oe 


区 域 0 < : <。 中 连续 ,并 且 存 在 常数 工 ,使 得 


Os 2) — Hy, 2)| S Lly — y* |] 
对 所 有 0S: <b 和 所 有 y, y* 均 成 立 〈 这 叫 作 Lipschitz 条 
fF, LAPSE Lipschitz 常数 )， 于 是 存在 唯一 的 连续 可 微 函 数 
y(t), 满足 
yG) = f(y), £) | (1.4) 


| 及 初始 条 件 y0) = yo, 


这 个 定理 的 证 明 可 以 在 大 多 数 关于 常 微分 方程 的 书 中 找 
到 ,例如 , 见 Ince《1956), 第 三 章 ， 

这 里 不 要 求 f(y, +) 是 可 驹 的 ,但 是 ,如 果 它 是 可 和 的 , 风 
Lipschitz 条 件 保证 有 |Of/Oy| SL, KIK, WR fX yE 
可 微 的 ， 并且 16f/6y| <L, WU 了 满足 Lipschitz 条 件 。 这 通 
营 是 验证 条 件 是 否 满足 的 最 容易 的 方法 。 | 

有 些 情形 Lipschitz 条 件 不 满足 ， 但 是 对 解 的 附加 的 约束 
可 以 使 它 是 唯一 的 。 例如 ,考虑 方程 

y = VJ 1— y} = fly, 7). 
4 y 一 1 时 ，9f/9y 是 无 界 的 。 事实 上 ， 它 的 解 族 为 y= 
sin G +a), WE 1.5 所 示 . y = +1 也 是 它 的 解 , 是 一 种 特 
殊 类 型 的 解 , 它 们 构成 解 族 的 包 络 , 即 它们 是 处 处 与 解 族 中 至 
少 一 个 解 相 切 的 曲线 .因此 , 图 上 由 sin (7) 的 一 部 分 ,y= 二 1 
的 一 部 分 和 sin C + m) 的 一 部 分 组 成 的 粗 线 对 任何 m 也 是 
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BLS. 具有 包 络 线 奇 异性 的 解 族 en 
”一 个 解 , 它 具有 连续 的 一 阶 导数 ， 这 样 ,对 任意 起 始点 一 J。 
三 1, 看 在 无 穷 多 个 解 ， 但 是 ,如 果 还 要 求 具有 连续 的 二 阶 。。 、 
导数 , 则 存在 唯一 的 解 。 在 许多 物理 问题 中 ,希望 有 若干 阶 的 o 
连续 导数 ,这 个 事实 可 以 保证 有 一 个 解 ,也 可 用 来 帮助 选择 方 
法 .另外 一 个 例子 是 方程 gs 

y 一 一。 . 


. 区 . 
CRNA TRA, EDET EA Re 
RA y= ct, 如 图 1.6 所 示 ， 由 于 它们 都 经 过 y 一 上 一 0, 初 | 
值 不 能 给 在 奇异 点 :一 0 上， | | 


” 我们 除了 保证 问题 。 
有 解 外 ， 还 必须 保证 它 | - 
是 适 定 的 .所 谓 适 定 ,是 、- 


指 在 所 述 的 问题 中 , 微 

; 小 的 扰动 只 能 引起 解 的 
”微小 的 变化 。 这 显然 是 

一 个 有 用 的 条 件 ， 因 为 

对 于 解 的 数值 近似 。 完 ， 

图 1.6. 具有 一 点 奇异 性 解 族 ”全 可 能 会 引进 扰动 ;使 ” 
” 得 正在 求 的 是 另外 一 个 问题 的 解 ; 把 这 些 扰动 控制 得 很 小 ,使 i 


e 6 e 


得 解 能 达到 所 需要 的 精确 度 是 可 以 期 望 的 .。 Lipschitz 条 件 是 
普通 初 值 问题 为 适 定 的 充分 条 件 。 通 过 研究 扰动 问题 
和 = f(z, 1) + 8(2), 
2(0) = yo T Ep; 
可 以 证 实 这 一 点 , 其 中 5(z) 和 so 都 是 小 的 扰动 。 令 8 是 由 
max[ | Eol, ogret x | 8(2) |] 定义 的 模 ? |e 0]. 如 果 eC) AB 
动 后 的 解 z 和 真实 和 解 y SIS, C15) 减 去 a 4), 我 们 
得 到 
e (2) = f(z,t) 一 yt) + 6(z),|e(0)| = Jeol Se, 

于 是 

le'l] < |f€2,2) — iC] + |6(2)| <Le(s)| +e, 
经 积分 得 


(1.5) 


10) < EL + De = 11, 


因此 ,扰动 问题 的 解 中 最 大 改变 量 以 
max |e(#)| < leo ol ECL + eM — 1] = ke (1.6) 
OQ td L 
AR IX BR Ge ER. | 
现在 我 们 正式 定义 适 定性 ， 
定义 1.1。 常 微分 方程 (1.4) 对 初始 条 件 yo 是 适 定 的 ， 
如 果 存 在 严格 正 的 常数 和 8， 使 得 对 于 任意 <ë, RE 
lel] < e 并 且 对 所 有 0S: <b 有 [ea| 二 s， 则 扰动 问题 


《15) 满足 
lG) — y| S ke, 


于 是 我 们 可 以 得 到 如 下 定理 : 
定理 1.2， 如 果 tly, 1) WE Lipschitz 条 件 ， 则 《1.47 对 
任何 初始 条 件 都 是 适 定 的 . 


”1) 模 是 一 个 正 实 数 ， 它 是 一 些 量 的 大 小 的 度量 。 后面 对 疝 量 和 和 矩阵 我 们 将 


SRAM ILMB REG AH Leo, 6 一 0 推出 so=0 和 6C)=0。 


ey ae 


在 许多 问题 中 ,我 们 不 能 对 所 有 的 y, 而 只 能 在 > 空间 的 


一 个 区 域 中 得 到 Lipschitz 条 件 ( 例 如 , 如 果 (e) = ys Of/ 
Oy 存在 ， 并 且 在 任何 有 限 区 域 中 有 界 )， 当 > 属于 这 个 区 域 
时 ,定理 1.1 可 以 用 来 保证 有 唯一 解 . 只 要 = 和 y? 都 属于 这 个 
区 域 ,定理 1.2 的 证 明 就 成 立 , 所 以 ， 用 8 来 限制 最 大 的 护 动 是 


必要 的 例如 ,对 于 方程 y = 39900) > 0, 只 要 扰动 不 使 》 


小 于 0, 它 的 扰动 都 是 有 界 的 因此。 它 对 所 有 正 的 初始 值 X 


是 适 定 的 ,但 是 , 当 y 接近 于 零 时 , E RR, h k ZRAK. 


1.2. 数值 近似 解 


得 到 微分 方程 的 数值 近似 解 有 两 个 基本 的 途径 .一 个 途 
径 是 把 近似 解 表示 成 有 限 个 独立 函数 之 和 ,例如 ,截断 的 宪 级 
数 或 者 正 交 函数 ”展开 式 中 的 前 面 几 项 。 这 些 方法 通常 比较 
” 通 于 手 算 , 虽然 将 qe6bIuieB 多 项 式 应 用 到 常 微分 方程 上 来 已 
经 做 了 许多 工作 . 


- 第 二 个 途径 是 差分 方法 ， 这 是 我 们 在 这 本 书 中 要 研究 的 “ 


一 种 方法 。 解 被 它 在 一 列 离散 点 上 的 值 来 近似 ， 这 些 离散 点 
叫 作 节点 。 在 我 们 讨论 的 大 多 数 地 方 ， 将 假定 这 些 点 是 等 距 
的 ， 并 且 记 作 u = ih, 其 中 不 是 相 邻 丽 节 点 之 间 的 距离 。 终 
点 通常 记 为 tw = ,因此 有 N = > 然而 将 会 看 到 ， 节 距 或 


步 长 会 影响 引进 的 误差 ， 并 且 在 区 间 的 一 部 分 上 可 能 是 一 个 
好 的 步 长， 而 在 别处 就 不 好 了 ， 因 此 ， 我 们 可 以 用 可 变 的 上 
长 ,在 这 种 情形 下 ,有 


1) 一 组 函数 {on} 称 为 对 区 间 [a, 5] 和 权 函 数 w(z) 正 交 ,如 果 对 msn 有 
| OC bapa )de = 0。 许多 正 交 函数 具有 对 数值 近似 目的 有 用 的 性 
Hi, GLA. Ralston 《1965),p.93 ATTIC. 
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Ay 


ting = 4; thy, © = 0, . 
差分 方法 也 叫 作 逐步 方法 。 它 提供 了 用 y 在 n ERE 
前 面 的 点 上 的 值 来 计算 第 i 步 上 关于 yO) 的 近似 值 的 规 
则 .我 们 称 这 个 近似 值 为 y; 在 理想 的 情形 , 解 能 够 用 它 在 每 


个 节点 上 的 真实 值 来 表示 是 理想 的 ,所 以 ,用 节点 之 间 的 插值 


方法 能 够 逼近 到 很 高 的 精度 但是, .有 两 个 问题 妨碍 这 种 理 
能 够 计算 , 所 以 , 求 得 的 是 男 外 一 个 能 够 计算 的 问题 的 解 (这 


两 个 解 之 间 的 差 称 为 截断 误差 ); 其 次 ,在 其 数值 过 程 中 ,数字 


不 能 表示 得 完全 精确 《这 些 装置 引进 的 变化 称 为 舍 人 误差 ). 
因此 ,差分 方法 的 解 由 有 限 个 具有 有 限 位 正确 的 数字 来 表示 ， 
它 含有 两 个 误差 源 ， 舍 入 误差 和 截断 误差 ,差分 方法 也 叫 作 
离散 变量 方法 ,一般 来 说 , 比 起 级 数 展 开 方法 ， 更 适合 于 一 般 
非 线性 问题 的 自动 计算 ， 并 且 是 一 般 计算 机 于 程序 库 中 最 第 
用 的 方法 . 

当 我 们 想 数值 逼近 一 个 解 ， 自 然 关 心 能 够 使 数值 解 对 真 
实 解 达 到 多 高 的 精度 ， 当 我 们 选取 一 个 方法 时 ， 它 可 能 依赖 
于 一 个 或 许多 个 参数 ， 例 如 ， 步 长 + ( 当 步 长 为 可 变 时 是 
max(h;)) 或 者 级 数 展开 式 中 的 项 数 . 我们 想 知 道 如 何 选取 这 
些 参数 来 达到 需要 的 精度 。 可 能 存在 一 个 误差 ， 比 它 小 的 误 
差 是 不 能 达到 的 .在 这 一 点 上 ,我 们 粗略 地 定义 收敛 性 概念 如 


”下 :对 于 任何 满足 Lipschitz 条 件 的 问题 ,通过 选取 足够 小 的 及 ， 


可 以 达到 任意 的 精确 度 .。 当 讨论 特殊 类 型 的 方法 时 ， 这 个 定 
义 将 叙述 得 更 加 精确 ， 由 于 当 六 减 小 时 , 点数 增加 , 因此 , 计 
算 量 也 增加 ， 可 以 预料 伟人 误差 的 影响 也 要 增加 。 因 为 伟人 
误差 增多 了 .于 是 ,在 定义 收敛 性 时 ,必须 要 求 方法 中 所 要 的 


计算 都 是 精确 完成 的 。 实 际 上 ,这 表示 当 4 减 小 时 ,在 计算 中 


要 增加 运算 的 位 数 ， 


pi 


前 面 我 们 确信 问题 为 适 定 的 ,所 以 误差 的 影响 是 有 界 的 ， 


我 们 还 需 票 知道 ， 初 值 的 微小 变化 在 用 这 个 方法 得 到 的 数值 


近似 解 中 只 产生 有 界 的 变化 ， 我 们 称 这 个 概念 为 稳定 性 ， 对 


”于 离散 变量 方法 ， 我 们 不 严格 地 定义 成 下 面 的 意义 : 如 果 对 


于 每 个 微分 方程 均 存 在 为 > 0， 使 得 初 值 中 小 于 一 个 固定 量 
的 变化 在 所 有 0 < 4 < 加 的 数值 解 中 产生 有 界 的 变化 , 于 是 
方法 是 稳定 的 。 当 讨论 特殊 类 型 的 方法 时 ， 这 个 定义 显得 更 
加 精确 .我 们 看 到 , 象 适 定性 是 对 间 题 来 说 的 一 样 ,稳定 性 是 
关于 方法 的 . 注意 ， IEEE RU E, 然而 反 过 来 是 真 


， 确 的 .因此 ,方法 ”ys = Yami n = 1,2, ,入 是 稳定 的 ， 但 


是 , 除 平凡 问题 y = 0 外， at FE FRSC. 
稳定 性 和 收敛 性 概念 都 涉及 4 > 0 时 的 极限 过 程 ， 实际 


上 ， 必须 用 有 限 步 来 计算 并 且 只 关心 对 于 非 零 % 产生 的 误差 


的 大 小 。 特 别 ， 我 们 要 知道 每 一 步 所 引进 的 误差 (截断 与 会 


入 ) 在 结果 上 产生 或 大 或 小 的 影响 ， 因 此 ,我 们 如 下 定义 绝对 
稳定 性 : “对 于 给 定 的 步 长 和 给 定 的 微分 方程 ,如 果 由 一 个 节 


HUE Ya 上 大 小 为 5 的 扰动 所 引起 的 其 后 值 yw(m > a) ERIRE 


化 都 不 大 于 9， 则 方法 是 绝对 稳定 的 .可惜 , 这 个 定义 太 依 赖 、 
于 问题 本 身 ,所 以 ,我 们 利用 “试验 方程 "的 思想 ， 我 们 将 对 微 
分 方程 = 入 定义 绝对 稳定 ,其 中 2 为 复 常数 ?, 并 且 称 绝对 


稳定 区 域 为 ( 非 负 实 数 ) 和 7 的 值 的 集合 ,对 于 这 些 值 ,单个 


1》 对 干线 任 方 程 组 y = 4y， 如 果 4 可 对 角 线 化 ， 则 可 以 归结 成 一 组 试验 


HB. MESAS 一 4 是 将 4 变换 成 具有 对 角 线 元 案 入 的 对 角 线 矩阵 


4 的 相似 变换 , 则 可 以 写 z = Sy, 并 且 得 到 
S-'z! = 45-!% 
或 
a’ 一 SASZ = Az, 
这 是 一 组 独立 的 方程 ， BRYA 2; = Aiz;。 对 于 一 般 的 非 线 性 方程 , 可 
LL A; 看 成 Jacobi 矩阵 By'/6y 的 特征 值 。 这 些 值 确定 系 红 的 一 阶 近 
似 的 局 部 性 质 . 这 些 特征 信 4 可 以 是 揽 的 ， 


el0。 ` 


y。 上 量 的 扰动 将 在 以 后 的 值 上 产生 一 步 一 步 不 增加 的 变化 ， 


1.3. 例子 一 一 Euler 方法 


考察 最 简单 的 方法 一 一 Euler 方法 是 有 益 的 , 因为 它 容易 
分 析 , 并 且 常 常 作 为 构造 存在 性 证 明 的 基础 . 在 Euler 方法 
中 ， 因 变量 在 一 点 的 值 是 从 前 一 点 由 线性 外 插 来 计算 的 .我 
们 芳 虑 单个 方程 
y= f(y,2) | 
并 且 假 定 y(0) = % 已 给 定 ， 于 是 可 以 计算 y = fy,0), 由 
这 个 值 用 Taylor 级 数 的 前 两 项 可 以 计算 CA) 的 近 位 值 
yA + hy’(O), E 
&1=h, F yG) EUEN n, 于 是 有 
Yi = Yo + AFCYos to). 
一 般 , 由 当时 的 值 用 公式 | 
Ynti = Yn FAL as ta) (1.7) 
确定 下 一 点 的 值 ,其 中 
f, = nh, 
从 图 1.7) 看 出 ， 通 
常 每 一 步 都 是 从 解 族 的 一 
条 跑 到 另 一 条 上 去 ,所 以 ， 
我 们 料想 到 解 的 精确 度 与 
方程 的 稳定 性 是 紧密 相关 
的 。 如 果 方 程 是 非常 稳定 
的 ， 则 前 面 几 步 中 的 误差 
只 有 很 小 的 影响 。 另 一 方 i 
面 ,如 果 它 们 是 不 稳定 的 ， M 1.7. Euler 方法 国 不 
则 前 面 的 误差 有 较 大 的 影响 . oe | 
假使 对 于 给 定 的 步 长 4,Euler 方法 的 误差 太 大 ,怎么 办 ? 


el。 


”能 够 使 它 减 小 吗 ? MAA, 44> 0 时 这 个 方法 收敛 吗 ? 答 


案 在 下 面 的 定理 中 给 出 . 
定理 1.3. 如 果 对 于 0 委 上 < 委 和 和 所 有 的 多孔 y。， OMY 


满足 Lipschitz 条 件 并 且 对 * 是 连续 的 , k= =; 序列 (i= 


1,-++, #2) 由 (1.7) 确定 并 且 yp 一 y(0), WY n> 时 对 — 
致 地 有 ya >.y(:), 其 中 ys) 为 方程 (1.4) 的 初 值 为 多 07 的 
解 . | 
我 们 称 » 为 起 始 值 , 以 示 与 初 值 X0) 的 区 别 。 事实 上 ， 
我 们 只 能 希望 在 数值 计算 中 的 起 始 值 当 4 减 小 和 使 用 更 高 的 
精度 时 逼近 初 值 ， 在 这 个 定理 中 ， 假 定 〈1.7) 是 在 无 伟人 误 
差 时 求解 的 ， | 
虽然 我 们 要 求 对 于 一 切 y 都 有 Lipschitz 条 件 ,但 是 ,实际 
只 需要 它 在 一 个 包含 解 yz) 在 其 内 部 的 闭 域 R 中 成 立 . 步 
PEA EEA RM, KIee 
T. 在 很 多 定理 中 ， 为 了 从 用 到 的 各 种 连续 性 推出 f 及 其 导 
数 有 界 ,数值 解 和 y(:) 都 属于 一 个 闭 域 的 事实 是 需要 的 。 定 
理 1.3 的 证 明 将 在 下 面 讨论 。 它 归结 成 推导 误差 

Cn = Yn — Wty) - 

的 界 ,并 证 明 这 个 界 可 以 变 得 任意 小 .对 函数 f 和解 y 作 些 附 
加 的 假设 ， 可 以 得 到 更 好 的 误差 界 . 如 果 界 只 依赖 于 方程 本 
身 , 而 不 依赖 于 关于 解 y(z) 的 知识 , 称 它 为 先 验 界 ， 另 外 , 若 
它 需 要 关于 解 的 性 质 的 知识 ,这 种 误差 界 称 为 后 天 界 BER 
”通常 比 数值 积分 中 产生 的 实际 误差 大 得 多 ,所 以 ,我 们 有 时 将 
误差 估计 做 成 浙 近 形式 ， 即 找 一 个 函数 e(#), 24 AO 9 时 有 
=1+ OC)”, 


Ga) 


1) 3 OCA). RR AMM BR, EMER RAT a MER ho Ñ k, 对 所 
有 18 和 如 有 |O(4)| SRA, 


.e012. 


误差 估计 通常 是 后 天 界 的 形式 。 
定理 1.3 .的 证 明 : 
为 了 得 到 先 验 误差 界 ， 我 们 写 出 | 
YOn) 一 YOn) 十 AFG) ta) 一 do (1.8) 
d, 称 为 局 部 截断 误差 。 它 是 解 不 满足 差分 方法 的 那 一 部 分 
量 . 从 (1.7) 减 去 此 式 , 得 到 
Cntr = On 十 天 大 yo 加) — FOG) ta) tdas (1.9) 
记 成 
{vas tn) — Kya)» tad = CnLay (1.10) 
于 是 | 
Cntr = ekl + AL,) + dp, | 
这 是 关于 e, 的 差分 方程 0， 误 差 e 是 已 知 的 ,如 果 我 们 又 知 
WL, 和 4,, BERERE. XIIL 有 一 个 界 Lipschitz AR L, 假 
ELA DS |d,| ,于 是 有 
| lean] < len + AL) + D, (L11) 
这 个 差分 方程 在 本 节 中 经 常 出 现 , 并 导出 下 面 的 引 理 . 
引 理 1.1. 如 果 1e,| 满足 (1.11), FHHO<n Ss, 
则 


lel< purty + (CL EAL) Jeol 


<> (ett — 1) + ethel. ` (1.12) 


(1.12) 中 第 一 个 不 等 式 由 归纳 法 得 出 .对 于 ”一 0, 无 需 
UE. 假定 它 对 于 ”是 正确 的 ， 从 (1.11) 有 


(1 + AL)? — 
AL 


teen! SD L CHAL) +D+(1 + ALY*Je)| 


1) 很 多 书 中 都 讨论 了 差分 方程 , 象 P. Henrici (1963) MAEM, 这 是 特别 
简单 的 差分 方程 ， 更 复杂 的 情形 在 后 面 几 章 讨论 ， 


e 13 o» 


ntl uaa l 
_ p HAL) A+ 4. CIAL Ley 


atl __ 
n +1 HALY” el. 


因此 ， (1.12) HF n 十 1 成 立 。 由 于 wh <b, HENFALD 
0, A 1+ AL <e™, MA HAL) <elth <b> ee 


o 实 得 到 《1.12) 中 第 二 个 不 等 式 ， 引 理 证 毕 . 


为 了 继续 证 明定 理 1.3， LTTE AAMT AEA ED. 
HH (1.8), . 
dy = Winn) — v4, ) 一 byte) ote). 
由 中 值 定理 ,对 0 <6 么 1, 我 们 得 到 
|da] = |Af(y(t, + Oh), tn + Oh) 一 hj(y(t,)> te) 
SAL f(y)» tn + OL) — KyCt,), ted | 
+ AN FCy(tn + OR) ot, + OR) — fy ta) ote 
_+.04)| SAlfCyCta) ste + OR) — ECI Ctn) ota) | 
| + AL\(yCt, +04) — y(n), 《1413) 
”最 后 一 项 可 以 利用 中 值 定理 来 处 理 , 得 到 一 个 界 
LOR | y’ (E)| <= KLZ, 
Hh Z = maj y’ Col, 由 于 y 和 在 闭 区 域 中 连续 ， CRE 
ZERI. (1.13) 中 第 一 项 的 处 理 依赖 于 假定 。 不 加 另外 的 假定 
”证 明 就 能 进行 下 去 ,例如 见 Henrici (1962) 的 第 1.2.4 节 。 但 
是 ,如 果 假 定 (O, DX e 也 满足 Lipschitz 条 件 (在 实际 情形 ， 
至 少 能 够 分 段 满足 ), 我 们 能 使 (1.13) 的 第 一 项 以 KR AR, 
”这 里 KK 是 将 f 看 成 : 的 函数 时 的 Lipschitz 常数 . 因此， 
[lal SCK + LZ)=D, : 


”所 以 , JA (1.12) 得 到 


[enl LAE 十 G L5 — 1) 十 etel, (1.14) 
这 样 ， hon, m lel >o, 则 数值 解 收敛 。 


ane. 


ene rp rr A RT ihe He A a et meee. = eee m mms meme aa es fs ahs 
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”在 上 面 证 明 收 敛 性 时 ， 我 们 推导 了 对 于 解 的 误差 的 界 
(1.14), 这 表明 : 如 果 51/6x 存在 、 连续 且 有 界 ， 则 误差 按 
OCA) 变化 .一 般 来 说 函数 了 是 可 微 的 ,并 且 能 够 计算 界 玉 , L 
和 2Z ,至 少 对 于 y 空间 的 一 个 有 限 区 域 ,可 证 明 真 解 与 数值 解 
属于 其 内 部 。 但 是 ,这 样 得 到 的 误差 的 界 可 能 不 会 很 好 ,因为 
必须 选取 |y , 1818y| 和 161/6z| 的 最 大 值 . 假使 我 们 有 和 解 
的 一 些 知识 ,而 且 假定 它 的 二 阶 导数 连续 且 小 于 一 个 已 知 数 ， 
例如 C， 就 能 得 到 一 个 较 好 的 界 。 首 先 ， 在 t， 用 带 余 项 的 
Taylor 级 数 来 表示 ds， WEE Ce, tar) 得 到 


— dy = Yat) 一 Yt) 一 ARI) to) = E yE, 


因此 有 
la| < E 
2 


和 


lel S 


这 是 一 个 后 天 的 界 ， 因 为 它 依赖 于 解 的 二 阶 导数 .但 是 , 4 

y” 存在 并 且 连 续 时 ， 将 y BR. > 

d / 

y= ly) 一 awe aly, 

我 们 就 能 将 其 转换 成 先 验 界 . 

要 改进 由 (1.15) 2 给 出 的 误差 的 界 是 困难 的 ， 但 是 ， 我们 

能 够 另外 寻找 一 个 误差 估计 .因为 我 们 知道 ， 如 果 y” 存在 ， 

RE OCA) 变化， 我 们 想 将 其 表达 成 en = hê, HBR, H 

HEE 6, 的 大 小 的 估计 . 为 此 ， 我 们 假定 ” ARTERE 阶 
ETE, 我 们 能 写 出 


SE (eb — 1) + e leo], (1.15) 


ee 


d, = — By") — yE), 
HP E E Cins ton) 而 且 方 程 (1.9) 可 以 写成 
Cnty = Cy 十 ACFC yns tn) ~~ fCyCt.)s ts )) 
— Sry") — Ey"), (1.16) 
由 具有 余 项 的 Taylor 级 数 ， 括 弧 中 的 项 可 以 表 成 
-. OF 1 OF ¢ 
"By ends te) + en, CE, ta). 
”如 果 (1.16) 中 的 。。 用 AS, 代替, 我们 得 到 
= OF 1 rr A nf _ me 
On+1 ôn t h (ò, ðy 2 Y ) + 2 t Oy CE) 6 Y CE). 
(1.17) 
”所 有 导数 除了 指出 者 外 均 在 tu Va) ERE. MA 0.15) 有 


+ deal < kK 因此 (1.17) 给 出 


Bn = Ön HA (t-r 一 和 -十 te) (1.18) 
其 中 | oO 
tes} < Ei max 

2 
注意 ,(1.18) re 
z = g(:)8 一 oy ‘+ he(t), 3(0) = 4 (1:19) © 


用 Euer 方法 得 到 的 数值 解 ,其 中 (2) HH r = t NR cM 
”的 任意 函数 ,而 g(4)= Of/Oy 在 y 二 y(t) 上 求 值 . 象 (1.14) 所 


sats — max |y” | S Ka. 


”表明 的 ,(1.19) 的 实际 解 等 于 数值 解 (1.18) 加 上 OCA); MA 


于 问题 是 适 定 的 ( 见 定理 1.2), 因此 , (1.19) 的 实际 解 为 方程 
dë _ eo 

a sone — Ly" > C0) f (1. 20) 
的 解 加 上 h max c(t) < KK, 的 有 界 倍 ， 这 样 ， 我 们 已 证 明了 


>l» 


a 


下 面 的 误差 估计 . 
定理 1.4， 如 果 y 三 次 连续 可 微 , 则 Euer 方法 中 的 误差 
形 如 | 

ea = hi(t,) + OCA), (1.21) 


其 中 aCe) 为 (1.20) 的 解 . 


1.3.2. 误差 估计 与 实际 误差 的 比较 © | 
我 们 已 经 得 到 误差 的 界 (1.14) 和 (1.15) 以 及 误差 的 估 


“ 计 (1.21), 现 在 在 几 个 例子 中 将 它们 与 实际 误差 进行 比较 . 老 
-Ry = y, y0) = 1, RA yG) = e*, 所 以 多 1) 兰 2.71828. 


Euler 方法 给 出 Ynn = yn H hyn = YC +h), Ab, yw 二 
(1+ 4%, MB in = 1, yy 一 《1 H A), 4 eo = 0 RE 
界 (1.14) 给 出 | | 

lex | <42.71828(2.71828 — 1) = 4.67077, 
而 《1.15) 给 出 

[en] <41.35914(2.71828 一 1) = 2.33539h, 
误差 估计 (1.21) 给 出 

enh6(#), 
其 中 5 是 方程 
0°(#) = 8(#) 一 e600) —0 


的 解 。 因 此 ,8(7) = -3 tet, (1) = 一 1.35914。 对 4 的 着 


FMEA, 结果 列 在 表 1.1 中 ， 

我 们 看 到 , 当 4 一 0 时 , 误差 接近 估计 值 ， 但 误差 的 界 十 
分 不 理想 .现在 考察 
y = —y, yC0) = =], 


解 为 ?一 e, 所 以 ,在 [0.11 中 |y| 和 |y” | 的 最 大 值 是 1. 


因此 , 界 《1,14) 和 (1.15) 分 别 给 出 1.718284 和 0.859144, 


». I7e . 


1.1. 对 y 一 ?的 实际 误差 及 界 和 估计 

R- RF = 估计 
h YN en EN/N (1.14)h ~ C15SYh (L.2D/k 
1 2 —0,71828 —0.71828 4.67077 2.33539 —1,35914 
$ 2.25 —0.46828 —0.93656 4.67077 © 2.33539  —1.35914 
4 2.44141 一 0.27688 ~—1.10750 4.67077 2.33539 1.35914 
$ 2.56578 —0.15250 —1.21998 4.67077 2.33539  —1.35914. 
Tr 2.63793 —0.08035 —1.28565 4.67077 2.33539 . —1,35914 
Br 261699  —0.04129 —1.32134 4.67077 2.33539 1.35914 
nr 2.69734 —0.02094 ”一 1.33997 4.67077 2.33539 —1,35914 


HF y” = e7, 5 由 


s(t) = —a(t) — + e*,6(0) = 0 


给 出 ;所 以 5CD) 一 — > ve“! 和 AC) 一 — 0.18394, 对 于 各 种 


步 长 误差 的 比较 ,出 表 1.2 给 出 。 从 表 看 出 ,由 方程 (1.21 得 
| A12. 对 y =——yHRRRER RM 


ap 界 估计 
h YN eN EN/s (1.14)/4 (1.15X/h (1.21)/h 
1 0 —0.36788 —0.36788 1.71828 0.85914 —0.18394 
4 0.25 一 0.11788 —0.23576 1.71828 0.85914 一 0.18394 
2 0.31641 —0.05147 0.20589 1.71828 0.85914 一 0.18394 
+ 0.34361 —0.02427 —0.19416 1.71828 0.85914 一 0.18394 
ay 0.35607 一 0.01181 —0.18889 . 1.71828 0.85914 EE EH 
yr 0.36206 —0.00582 —0.18637 1.71828 0.85914  —0J8394 
tr 0.36499 —0,38515 1.7182 0,85914 —0,18394 


—0.00289 


到 的 估计 给 出 比 实 际 误差 较 小 的 数 ,但 是 , 当 步 长 减 小 时 , 实 = 
际 误差 接近 于 估计 误差 . | | 

由 方法 的 单独 一 步 引进 的 附加 误差 通常 称 作 局 部 截断 误 
差 。 它 是 方法 给 出 的 值 与 微分 方程 的 解 之 间 的 差 ， 而 这 个 解 
通过 这 一 步 开始 时 的 值 。 在 Euler 方法 中 ,将 


In) = Va) + hy’ Cen) + > Ry CE) 


°18 « 


5 Euler 公式 比较 ,我 们 能 够 找到 它 . 局 部 截断 误差 是 附加 项 


Lpy #8). 注 意 ,除了 因子 2? Sh, AEREA 1.20) 


中 的 非 齐 次 项 在 Euler 方法 一 步 中 的 截断 误差 与 初 值 误差 
一 样 影响 下 一 步 ， 如 果 它 将 数值 解 移 到 解 族 的 同样 的 新 的 解 


上 的 话 。 后 面 几 章 研究 一 种 方法 ， 在 这 种 方法 中 ， 一 步 所 引 


进 的 误差 可 能 会 影响 后 面 若干 步 ， 因 为 为 了 得 到 一 个 新 的 * 
上 较 好 的 近似 值 ， 用 到 了 若干 个 不 同 的 + 上 的 信息 . 在 这 种 


情形 ， 局 部 误差 的 影响 按 关 似 的 方式 加 到 与 方程 (1.20) 等 价 “ 


的 方程 中 去 ， 


1.3.3. 稳定 性 


一 个 计算 值 从 y 到 zx。 的 变化 ,使 我 们 求解 
met = Zm F ALCemstmd 7 
KREERT). 从 此 式 减 去 (1.7), 并 令 en = za 一 y， 得 到 
(email S lem] + AL | eml 


lev] SO HRL” |en] S ee 
GRE S EWR AE | en IRAE, HEART A. 因此 ,方法 
是 稳定 的 . 
为 了 考察 绝对 稳定 性 ， 我 们 研究 方程 y = Ay. 对 此 方程 

有 Ynti 一 In + hyn 一 《1 十 UDI e.- 
因此 , 在 区 域 |1 + ak] <1 H, Euler 方法 是 绝对 稳定 的 ， 这 
个 区 域 是 复 沪 - 平 面 上 中 心 在 (一 1, 0) 的 单位 圆 ， 由 下 面 的 
例子 : 

y= — 1000C — ¢)? + 22, 

yO) = 0, 计算 y(1). 


BATA BER HEA EA EIRENE 4p 


we 


pe ee Rr ee coerce + 


效 数字 的 精度 用 步 长 为 10-"(m =0,1,2, m) 的 Euler 
方法 解 这 个 问题 , 结果 由 表 L3 列 出 . 


表 1.3. 绝对 稳定 性 的 效果 


h N. 
1 i - 0 
0.1 10 0.90438207503 x 1016 
0.01 100 溢出 


0.001 1000 0.99999900001 
”0.0001 10000  0.99999990000 
0.00001 100000 0.99999998997 


溢出 表示 超过 了 机 器 所 能 容纳 的 最 大 数 ， 在 现在 的 情形 
为 10*. 发 生 这 种 现象 是 因为 对 于 这 个 问题 91/8y 为 一 1000， 


所 以 当天 一 0.01 时 ， 误差 每 步 扩大 (1 一 reo) 一 -一 9 倍 .在 


100 步 中 ,第 一 步 的 误差 在 数量 级 上 差不多 增加 10 倍 .只 要 
[1+ 2h] 小 于 1, 结果 就 合理 ， 并 且 收 敛 于 正确 解 。 步 长 为 
10 飞 的 误差 非常 接近 于 10-*-?, 这 表示 在 绝对 稳定 性 区 域内 ， 
误差 线性 依赖 于 A. | 

不 考虑 绝对 稳定 性 ,误差 界 (1.14) 和 1.15) 是 成 立 的 ， 
但 是 对 于 这 个 问题 ， L = 1000 和 C 一 2, 因 而 (1.15) 仅 得 出 
界 


7 me 一 1), 


len] S = 


对 实际 值 来 说 ， BAAT. 对 这 个 特殊 情形 ， 我 们 能 够 指出 ， 
如 果 en = ys 一 tas W 

Enti = Ea — 1000ke, — k, 
因此 


一 -2_ 1 — 10004)” —1 
CN 1000 « ) ). 


® 20 e 


WF A<0.001,N = 47, 
: | , 
o 1000° 
但 是 ,对 于 ADS 001,N= A, 
„~ (1000)"" 
Nt 
这 表明 严格 依赖 于 绝对 稳定 性 ， 


EN == 


1.3.4. FARË 


”我 们 假定 了 在 Euer 方法 中 用 到 的 数值 计算 都 是 精确 完 
成 的 . 事实 上 ,由 于 计算 中 用 了 有 限 位 数字 ,总 要 产生 会 人 误 
Æ, Henrici (1962) 非常 详细 地 考察 了 定点 机 上 的 舍 入 误差 ， 
读者 可 以 参看 那里 的 统计 处 理 。 我 们 粗略 地 考察 浮 点 伟人 误 


差 的 影响 。 用 Euler 公式 计算 的 每 一 步 ， 由 于 数值 不 精确 产生 o 


了 附加 项 ra 因此 ,有 

Inti = Yn F AfCYns tn) 十 yn (1.22) 
并 且 >。 象 附加 的 局 部 截断 误差 那样 起 作用 。 如 图 1.7 所 示 ， 
每 一 步 它 都 可 以 将 解 转移 到 族 中 另外 一 个 解 上 .如 果 存 在 一 
个 函数 r(#), 满足 rG) 一 rw， 它 就 能 够 与 截断 误差 一 起 在 
方程 (1.20) 中 表示 出 来 . 假定 存在 那样 的 函数 ， 于 是 , 导出 
(1.20) 的 分 析 将 给 出 

= h5(t,) + OA"), 

其 中 8C) ane | 3 
6 = g(t) — 7 y” + jar) (1.23) 


WR. 57 amr 上 py” 中 去 掉 一 样 ， 在 《1.23) 


中 出 现 A? 项 . 这 向 我 们 表明 e, = OCA Ir | + 4), eH |r| 
为 rO) 依赖 于 % 的 一 种 度量 . 


。21 。 


m en 
ETE rm 


如 果 |r| 与 4 无 关 , 当 位 数 保持 固定 时 就 是 这 样 , 则 开始 
当 环 减 小 时 , 裁 断 误差 减 小 ， 总 的 误差 也 减 小 ,然后 由 于 含 人 
误差 愈 来 愈 大 ,总 的 误差 增加 ， 这 由 图 1.8 表 出 ， | 


图 1.8. 误差 化 为 力 的 函数 


在 数字 机 上 进行 的 大 多 数 积分 中 。 不 需要 达到 最 小 的 误 
差 。 可 以 用 一 个 适当 的 超过 hmin 的 步 长 ， 但 是 ,如 果 要 求 更 
高 的 精度 ，4 必须 小 于 ain AT RUD Airi, BAM MR 
字 的 位 数 . | | 
如果 最 坏 的 舍 人 误差 e 在 每 一 步 都 出 现 , 则 re) = © 和 
ea 一 OC 扩 !)， 换 名 话说 ， 在 这 种 情形 , 当 h > 0 时 数值 解 不 
收敛 ， 随 便 一 看 可 能 认为 是 对 的 , 当 每 步 引进 的 误差 量 固定 ， 
随 着 运算 次 数 的 增加 ,引进 的 总 的 误差 增加 。 实 际 上 ,计算 是 
WEARER. Bit, RAC ye, to) 计算 成 给 定位 数 的 
”有 效 数字 。 但 是 , 将 Afas ta) 加 到 y。 上 去 将 引起 一 个 大 小 


为 eye 的 误差 ,其 中 。 在 | 一 二 ,二 | 107 范围 内 ,为 保留 的 


、 有 效 数 字 的 位 数 ,假定 已 经 伟人 2)， 如 果 要 使 方法 在 实际 上 收 


A CEREM 4 减 小 时 ， BK yas tn) 中 的 准确 数字 位 数 增加 ， 


1) 虽然 应 该 这 样 做 , 但 仍 有 许多 机 器 不 是 这 样 做 的 . 1BM7090 系列 机 上 许多 
| FORTRAN Rift, AMMAR 解 , 不 足 舍 人 的 。 由 于 误差 在 
[0,1] 107" EMA, KERRAN BPI HE ES | 


. 22 + 


使 得 这 个 误差 的 值 为 (A, HEIR ya + ACn ta) 的 精 


” 度 也 必须 提高 ,使 得 107" = of h) HE, A 每 碱 小 十 Es 必 


须 提 高 超过 一 位 小 数 的 精度 . 


幸而 伟人 误差 不 是 固定 的 ， 并 且 也 不 是 每 次 都 取 最 坏 的 


情形 . 我 们 常常 假定 它 按 均匀 分 布 随 机 地 在 其 值 域 中 取 值 ， BD 
任何 值 与 任何 别 的 侍 是 同样 可 能 的 。 在 这 个 假定 下 ， 我 们 可 


以 讨论 有 关 在 若干 步 上 舍 人 误差 影响 的 一 些 情况 .如果 出 现 
在 (1.22) 中 的 g(t) HS, N 则 对 每 个 会 人 误差 简单 地 进行 求 7 


和 可 以 找到 使 人 误差 的 影响 . Ci [-+s, -4 ete | 内 N 个 误 


差 的 和 属于 区 间 |- 立 。 e, Ne |. 但 是 ,我 们 还 要 问 “这 个 和 
离 区 局 的 中 点 会 有 多 远 ?” 这 个 问题 通常 由 计算 标准 偏差 来 回 


i 答 , 它 是 (R 一 uY 的 均值 的 平方 根 , 其 中 RAE, i BER 
均值 .现在 的 情形 ,4& 为 0. 如 果 每 步 的 误差 都 是 相互 无 关 的 ， 


“出 每 个 都 是 | 一 全 ，- | 范围 内 均匀 分 布 的 N 个 随机 变量 之 
“和 的 标准 偏差 es VN/12， 这 个 结果 告诉 我 们 , 虽然 误差 可 以 


坏 到 Ne/2, 但 是 , 我 们 不 相信 它 会 比 sV/12 BR BX 


“上, 可 以 证 明 , 对 于 充分 大 的 N, 误 差 小 于 三 倍 标准 偏差 的 概 


R 99.73%”, 
如 果 伟人 误差 是 偏 的 , 即 如 果 它 有 不 为 零 的 均值 , 则 六 个 
”这 样 的 误差 和 的 均值 为 每 个 均值 的 六 倍 。 机 器 若 象 乘 法 运算 


之 后 截 去 多 余数 字 ( 这 叫 作 截断 ) 那样 截断 ,可 能 引起 较 大 量 


的 误差 .因此 ,IBM7094 机 上 的 乘法 产生 一 个 相对 于 解 的 均值 


1) 符号 o A ANTM, Ct A RRM AS h -0 时 ， 
2G op) 、 


2) mr. en 1 5 节 。 ， 


ee EE RRR EE EE re EE HE re rr- -upp ei ee ne 


24 2-* 并 在 L0, 27] 中 取 值 的 误差 。 N 步 以 后 , 均值 为 
2-*N , 它 线性 地 随 着 入 增加 . | 

# 1.1 中 的 计算 是 用 8 应 有 效 数字 完成 的 所 以 ， QAR 
差 还 不 成 问题 。 表 1.4 说 明了 只 用 三 位 有 效 数字 来 完成 同样 
的 计算 的 影响 ， 在 一 列 中 ,我 们 看 到 用 截断 得 到 的 解 (y7), 而 
在 另 一 列 中 ,为 了 得 到 yx, 每 一 步 均 进行 了 正确 的 舍 人 . 这 两 
个 结果 中 的 误差 在 下 面 二 列 中 列 出 .我 们 看 到 ,由 于 Euler 方 
法 的 截断 误差 碱 小 ,它们 开始 是 减 小 的 ,然后 随 着 舍 人 误差 愈 
KAK, 它们 也 增加 了 。 实际 的 截断 误差 e e 由 表 1.1 说 明 ， 所 
以 ,最 后 两 列表 明了 含 人 误差 的 作用 。 


表 1.4. QARS 


数值 解 Re BURR e | ARSE 
er = eR = 由 表 (1. 一 一 一 一 一 一 
h yr yr 2.72 — yr 2.72 ~ Ýr er— e ez e 
4 2.25 225 0.47 0.47 ` 0.47 0 0 
4 2.43 2.44 0.29 0.28 0.28 00 0 
4 2.43 248 0.29 0.24 0.15 0.14 0.09 
as 241 255 0.31 0.17 0.08 0.23 0.09 
vr 2.33 «256 0.39 0.16 0.04 0.33 0.12 
dr 164 178 1,08 0.94 0.02 | 1.06 0.92 — 


1.3.5. 由 数值 近似 产生 的 扰动 


对 许多 问题 ,微分 方程 只 能 近似 地 表达 一 个 物理 问题 .可 
能 一 些 项 忽略 了 ,系数 中 有 误差 等 ， 因 此 ， 物理 系统 按 
w'(t) = fC we), t) + s(t), 
w(0) = C0) + do. 
变化 ， 其 中 w, sC) 表示 由 于 问题 叙述 不 准确 而 引起 的 对 方 
程 的 扰动 . 在 这 一 节 中 ， 我 们 将 证 明 数 值 解 等 同 于 具有 不 同 


扰动 的 微分 方程 的 解 , 即 y, 一 xx), 这 里 = 由 


> 24 。 


-re rp pp "pp pe ee" "pp ae a t 


s(t) = fCC), +) + rCe), 
2(0) = (0) + es = yo 
给 出 . 而且, 选取 足够 小 的 和 充分 高 的 精度 ,能 使 MONT: 
意 小 因此 ， 由 于 数值 不 准确 而 引起 的 扰动 较 之 问题 不 准确 
而 引起 的 扰动 可 以 任意 小 . 


由 于 数值 解 只 给 定 在 有 限 个 点 的 集合 上 ， 存在 许多 不 同 
的 函数 z(:), 它们 在 这 个 集合 上 与 数值 解 一 致 。 我 们 对 其 中 
AER Ct) = z'a) — eG), 让) 为 小 的 2G) 感 兴 趣 . | 
我 们 用 yC x, r) 表示 Cy, O-FR LAE y = fly. 4) 


过 点 Cx, r) 的 解 (我 们 只 处 理 f 满足 连续 性 及 Lipschitz 条 件 
且 在 区 域内 的 点 ). 我 们 考虑 微分 方程 过 (yao) 的 解 .如 果 从 
(yas ta) 用 Euer 方法 以 步 长 7 算 一 步 , 我 们 定义 局 部 误差 为 

ACT Yuta) = Yn F TH Ys tn) — Yin E TiYns tn). (1.24) 
GCA Euer 方法 的 解 与 过 asta) HAZZE. MA, E 


为 解 C3 Yas tn) 的 局 部 截断 误差 [见方 程 (1.8)]. 因为 我 们 
已 经 看 到 ,光滑 解 的 局 部 截断 误差 象 妈 那样 变化 ,所 以 记 


© dT3 yo tn) = VT CTS Yay tad (1.25) 
并 且 假 定 7 是 z 的 可 微 函 数 ( 如 果 y” ER, Wint). 
数值 方法 产生 的 解 为 
Yari 一 Yn 十 hfCyas tz tR, 


其 中 及 为 伟人 误差 . 现在 在 区 间 G ty 十 AYE MPC) 为 


Å — 
z(ts HT) = Yn + TCV as tn) + -一 ; R (4 1) 


9a TF Yas bn) 一 信和 十 T3 Vas bade | 
| (1.26) 


D 可 寞 这 是 一 个 “人 为 地 构造 出 来 的 ?函数 ， 然 后 能 够 看 出 它 提供 了 所 需要 
的 解 .证 明 从 结果 回 到 这 个 或 类 似 的 函数 是 可 能 的 ,但 是 这 样 做 会 使 重要 
的 出 发 点 模糊 不 清 ， 


e25 0 | 


rp er pee re Ce nee 


rr 


注意 C45) 一 os 2Cte HA) = yt， 所以， 这样 定 义 的 2) 
是 连续 的 ,通过 数值 解 ,并 且 除 了 有 限 个 点 的 集合 外 是 处 处 可 
徽 的 。 它 是 从 右边 处 处 可 微 的 。 并 且 它 的 导数 除了 一 个 有 限 


的 点 的 集合 外 是 连续 的 ?， 我 们 考察 z(2) 的 余 项 
rCt, +) = 2 (ft, 十 7) 一 f(z(t, + T) ste 十 T), 
¥ (1.24), (1.25) 和 (1.26) 代入 ,得 到 
rt, +t) 一 一 - 2 |G, ETS Yas tn) + = + HTC: Yas ta) | 
— felt, Hr) Hr) 
=L y(t, HT; Ya, te) + H ATCT: ya to) 
dt k i | 


+ he TCT; Yasta) — Kelta tt), tatr), 
T 


” 它 给 出 


Gs +r) 
一 2- + ATCT; Yng 加) + eo TCT; Yas ad) 


+ y(ts + TS Yate dota +7) 


—{GG.+),t+7. 27) 


这 样 ,数值 解 由 微分 方程 
2'(t) = fC2(4),4) + rCe) 


“的 解 给 出 。 其 中 rO) 由 (1.27) WE. r Lipschitz R 


件 及 导数 的 界 来 限定 ， 注 意 到 对 Euler 方法 有 
TICTS Yas ta) | 
== Ya + rie ta) — EP + TiYn, t a) 
g? 


= Tz L Wins Yas? oot < ers Yas t). (1.28) 


1) 定义 一 As Hs eT =(¢) 是 可 能 的 ， 但 它 只 能 使 定义 复杂 化 ， 


矶 对 分 析 毫 无 帮助 
o @ 26. « e 


而 经 过 微分 得 
2TTCTS Yans tp) + a CT$ Yas tn) 


= 10 a5 tn) — y(t, + TS Yas ta) 


= typ; Yas ta) — -E Wt, tË, Yasta ), (1.29) 


dt 2 

Ab WRM = 阶 导数 在 所 考虑 的 区 域 中 的 界 ,我 们 将 

(1.29) RE h/t HRA (1.28) ÆE 4/7’, 得 到 

hy, ,2 
2 


SAT TM, 


AT(T3 Yas tn) + hr £ T(T; Yas tad + 3 


其 中 yi = CP/MAS Yas ta). 如果 T 为 TCrs Yas 2a) 对 a 


TSAR, M 
[Cia + T3909 a)y te +T) | 
— fs(ts +r), ta + 1)| SLTP, 
并 且 由 (1.27) 得 到 | 


[rlen +0) 一 ri -+ Sy IS LTP 十 Z MM 
<(z7- 十 2m) # 30) 


”这 表明 Ce) 实质 上 是 fr! 阶 的 ( 合 人 误差 加 截断 误差 ), 虽然 


在 这 种 情形 下 ,二 阶 导数 y” EERE ya ERE TIRER ; 


(1.20) 中 所 做 的 那样 在 A ) 上 求 值 . 


问 题 
1. 下 面 给 出 的 初 值 问题 是 适 定 的 吗 ? 
| (a) y =y iI — y, (0) =0, 

(b) y =++/y? —1, y(0)=2, 
2. 用 Euler 方法 从 “一 0 到 t=] Raney = 2t, 要 使 误差 不 超 


人 
,ri 


4. 


5 . 


过 下 面 的 数值 : 
(a) 0.1; 


= (b) 0.01; 


(c) 0.001, 
应 该 用 多 大 的 步 长 ? 
假定 积分 所 用 的 机 器 对 所 有 数字 截断 到 1 10™ (FÆRA). 用 步 长 
J A Euler 方法 积分 方程 
y = —20(y —#) + 27, y(0)=0, 
$8 mS Tal AHR log(: = 100 时 的 误差 ) 对 log( 4 ) 的 曲线 的 主要 
‘TE, A Æ 0.0001 到 1 的 范围 中 变化 。 
从 := 二 0 到 :二 1 用 Euler 方法 积分 下 列 方程 : 
(a) dy/dt=1+32%—y+#, y(0)= 1; 
(b) dy/dt = 2 + 1000(2 + #7) — 1000y, y(0)=2, 
- 为 了 达到 误差 小 于 0.05, ARBRBSARE, 要 用 多 大 的 步 长 ? 
当 机 器 的 曲线 显示 器 连续 画 出 一 个 贺 时 ， xy Y 的 逐次 值 可 以 用 


== rcsod, 
y = rsin8, 
0 = nh(n = 0,1,---) | | 
计算 。 这 样 做 非常 消耗 时 间 , 我 们 可 用 解 微 分 方程 
i = 一 fsin0 = —y, x(0) =r, 


a 一 ycos = x, y(0) 一 0 


来 代替， 如 果 用 Euler 方法 ,得 到 


Xapi = Xa 一 Any 

Yapi 一 yn + Aray 
这 是 一 个 坏 的 方法 ， 事 实 上 ， 它 画 出 一 条 螺 线 ， 为 什么 ? WRK 
用 下 面 的 公式 

Xapi 一 Xp Ayes 

Yapi = Yn + Axstis 
ABER BAK, 为 什么 ? 在 讨论 中 ， 合作 误差 有 些 什么 ¥ 
Mal? 7 


| ° 28 o 


6. 


对 下 列 问 题 : 

(a) y = 2zy; 

(b) y = —21; 

(c) y =(2+2 HAS 

(d) y= 2”; 

(e) y /TTT 

人 在， 1] 上 以 步 长 ARS}, OE y(0)= 
。 将 这 些 界 与 同一 问题 的 渐 近 误差 估计 进行 比较 ， 


2, 高 阶 单 步 方法 


第 1 章 讨 论 的 Euer 方法 称 为 单 步 方法 ,因为 这 个 算法 描 
述 了 这 样 一 种 数值 技术 : 只 利用 前 一 步 的 值 , 央 ,的 信 来 计 = 


算 解 在 to 点 上 的 近似 值 ， 我 们 知道 , Euler 方法 的 误差 , 当 
OR OCF) 变化 .由 于 这 个 原因 ,我 们 把 它 称 为 一 阶 方 
法 .对 于 某 个 > > 0, 如 果 有 一 个 方法 ,其 误差 按 0( 姑 ) 变化 ， 


那么 ,我 们 就 称 它 为 + 阶 方法 ， 注 意 ,在 Euler 方法 中 ,局 部 埠 。 
WRI OCs), PAIRS CHUM TR EARS) RA 
的 一 次 方 。 在 第 4 章 我 们 将 证 明 ，* 阶 方法 的 局 部 截断 误差 ` 


SFO), REUSE OU x 局 部 截断 误差 ). 
定理 的 证 明 放 到 第 4 章 ， 并 且 这 一 章 的 讨论 只 限于 比 Euler 
方法 更 高 阶 的 单 步 方法 的 实用 方面 . | 

我 们 首先 要 问 。 为 什么 对 高 阶 方法 感 兴趣 ， 详 细 的 讨论 


“一 放 到 第 5 章 。 那 时 我 们 才 具 备 必 要 的 预备 知识 。 这 里 的 简单 

回答 是 指出 ; WRAL, 则 如 就 更 小 ， 这 样 用 小 步 长 4 的 

高 阶 方法 就 能 达到 更 高 的 精确 度 , 并 且 当 4 ETF, 高 阶 方 
法 收敛 得 更 快 . 


21. Taylor 级 数 方法 ” 


Euler 方法 可 以 看 作 是 Taylor 级 数 前 两 项 的 近似 . 如 采 能 
计算 了 的 高 阶 导数 , 则 可 写 出 


Ynti 一 Ya 十 hy, + E Yn 十 十 全 Vos (2.1) 
rl l 


BAVE ya = {On a) FA TENRAN S.N 


‘2 30 è 


Ky， £), Of/0t, Of/Oy HIER fa fis tyo 于 是 , HETER 


”个 导数 ,有 
y” = f. + byt» 
y” = fa t- fiyf t fyt + fyf: + fyf + fit 


-= fa + 2ft + bf + yP + Bi (2.2) 


显然 这 不 是 一 个 实用 的 方法 ,除非 函数 f 足够 简单 ,使 得 这 些  ，. 
偏 导数 中 许多 为 零 。 但 是 , 必要 时 推导 如 (2.2) 的 许多 公式 i 


以 及 为 了 代入 (2.1) SMM Me Pa ERE LETEN. 
”局 部 截断 误差 是 


e 
Cr 十 1 


手 算 相当 复杂 的 函数 f(y, 2) 的 微分 是 麻烦 的 ， NERS 


出 错 ， 可 以 应 用 符号 微分 ?的 计算 技术 ,虽然 可 能 得 到 对 计算 
来 说 是 太 长 的 非常 复杂 的 公式 .一 般 来 说 ;在 计算 机 上 求解 


Taylor 级 数 的 方法 是 不 实用 的 ,但 是 ,对 于 简单 问题 得 到 较 低 。 
精度 的 近似 值 ( 手 算 或 使 用 台式 机 计算 ), 还 是 比较 有 用 的 .如 
RES f(y, 1) 只 能 用 复杂 的 子 程序 来 计算 ,而 且 用 这 种 子 程 


序 求 做 分 实际 上 是 不 可 能 的 ， 那么 * 这 种 方法 是 没有 用 的 ， 
2.2. Richardson 外 插 法 (h = 0) 


我 们 知道 ， Euler 方法 给 出 了 一 个 形 如 h3(b) + OCA) 的 o 


误差 ， 如 果 不 计 ? 含 人 误差 ,其 中 5(2) 仅 依赖 于 微分 方程 .为 


了 把 Euler 方法 引起 的 误差 沽 六 ， 如 果 忽略 OC 如) 项 ,就 必须 


D 符号 微分 ,在 计算 机 中 函数 接 其 代数 形式 表示 为 一 序列 符号 C 字 符 ). 微 


分 运算 生成 一 个 表示 对 于 所 给 定 变 量 的 导数 的 代数 形式 的 一 种 新 的 符 号 


ÆJ. 详 述 ,参见 Engeli (1969), 
2) 根据 这 点 ,在 讨论 中 不 计 使 人 误差 ， 候 定 在 每 一 步 它 们 都 小 于 局 部 元 断 误 
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” 计 会 人 误差 的 影响 。 


一 全 i a : - cue o . 
- < 由 


we 
De rere 
wore 


把 步 长 减 半 ， 我 们 考虑 一 个 微分 方程 的 两 个 积分 ， 一 个 用 步 
”长 及 另 一 个 用 步 长 4/2， 若 结果 分 别 是 yi(2) 和 yd), Sil 
可 写 出 / 


frst) = y(b) + h8(b) + OCh), | (3 : 
Yanal b) = yCb) + Zab) + OC#*), . 3) 
”由 (2.3) 消去 aC), 得 到 OS 

2) = 2ysa Lb) — yb) + ol). (2.4) 


我 们 可 以 利用 这 个 结果 作为 较 好 的 数值 近似 。 表 2.1 表明 了 


这 一 点 。 第 2 列 是 以 步 长 2°" p = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6) 用 - 


Euler 方法 积分 y = 一 y 的 结果 ， 如 同 表 1,2 得 到 的 结果 一 


样 .第 3 列 是 由 方程 (2.4) 形成 一 个 较 好 的 近似 获得 的 . 我 


们 看 到 新 的 近似 公式 比 Euler 公式 更 精确 ， 而 且 当 如 减 小 时 ， 
更 加 迅速 地 满足 精确 度 , 因 为 误差 是 OCA?) 而 不 是 OCA). 这 
个 过 程 称 为 对 极限 的 延伸 逼近 ， 这 个 新 的 公式 给 出 一 个 二 阶 
FE IRA OCF). 
| 42.1. Richardson 外 播 法 

Euler WA) 2yw2all) 一 yA1) ”误差 。 “误差 /h2 


h 

1 0.0000000 0.5000000 0.1321206  0.1321206 
}  0.2500000 0.3828125 0.0149331 00597322 
4 0.3164063 0.3708116 0.002932! 0.0469141 
+ 0.3435089 0.3685393 0.0006599 0.0422317 
qtr 0.3560741 0.3680364 0.0001569 — 0.0401740 
Wr 0.3620552 0.3679177 0.0000382 0.0391373 
wr 0.3649865 一 - 一 | 一 - 


2.3. 二 阶 Runge-Kutta 方法 


当 应 用 到 单个 步 长 4 时 ， 我 们 更 仔细 地 考察 上 节 的 近似 
| BR. 我 们 用 一 个 步 长 h, 得 到 
Yata -+ h) = Yan + hiyas in)s 


è 32 o 


k 


以 及 用 二 个 步 长 全 ， 有 
di Var ( bn + 4) = Y, + A {as ta)s 


kh A 
Yata tA) =q + p f (as tn + 4), 


于 是 
y(t, +h) 
= lyinlt, +h) — yalt, +h) + OCA?) 
= 241 + hf (a; tn + 4) — Yn T hiCyas tn) + oh), 
实际 所 包括 的 计算 是 


qi == Yn -+ fy,, tas 


h 
Yati = Yn + sf( Jis fa 十 SY, 


这 个 方法 的 形式 与 Euler 方法 类 似 ,是 将 某 些 量 加 到 该 步 的 起 


始 值 上 而 得 到 该 步 的 终了 值 . 这 个 方法 称 为 中 点 方法 ， 若 记 


加 上 去 的 量 为 pCy, r A), WA / 
Ynti = Yn 十 AbCyn> tns ADs. | (2.6) 
其 中 


hk, ok 
ns fns A) = F | Yn 一 一 ns Ends ta 十 4), i 
由 (yn tas A) f(y + > O tn)y + > 


TR RIAA hy 近似 于 


,PR 
hyn 十 本 加 + ye tose, 


以 便 使 (2.6) 近似 于 t 处 的 Taylor ER. HARE, DA 
有 充分 可 微 的 条 件 ， 则 可 按 下 面 的 办 法 估计 (2.6) 与 Teylor 


级 数 之 间 的 一 致 项 : 


© 33 a 


rae ee a pt OTE A SIT a IIR. SSS 


h a r 
Ji = Yan 十 z Hons th) = Va 二 yn 


Yati = Yn + Af g tohta ) 
= yn H Kns Ba) EË af Onta) 
t Pyn t) + O) 
但 是 
| y =h + ty’, 
因而 - 
Ynti 一 Yn 十 hy, + B/ay! 十 Och). 
于 是 ,(2.6) 的 局 部 截断 误差 为 ol). 我 们 可 在 每 一 步 上 重复 


使 用 公式 (2.6) 而 不 使 用 Richardson 外 播 法 . FER 2.2 中 ， 用 
PR h = 0.25 RAAB y = 一 y, 7C0) 一 1， 说 明了 这 个 方 。 


法 。 


M22. 中 点 方法 


fs Yr af (tws Ya) hi(. + +f (fn Ya) ta + +) 
0.00 1. —0.125 ~— 0.21875 
0.25 0.78125 —0.0976563 ` —0.1708984 
0.50 0.6103516 一 0.0762940 _ —0.1335144 
0.75 0.4768372 — 0,0596046 -0,1043081 
1.00  0.3725291 一 oe 


推导 方程 (2. 5) 的 另外 一 个 途径 是 回 到 Taylor 级 数 方法 ， 
并 且 提 出 如 下 问题 : 如 何 形成 
h? 


Ynti = Yu + hys +7” 


© 346 


而 得 到 二 阶 方法 . RH (9G, + 4,404 +4), 即 考虑 


by Cea) + Uy (4/2) + OCP). mara (a +A 


值 , 仍 可 用 Euler 方法 近似 ， 而 得 到 
9 (+4) = yn) +A ye.) + 0G. 


”由 此 得 到 | 
Ptn) + hy’ Citn ) + Ey’ ‘Cad 


一 ahel. h og, LA a 
= 9(4,) + Hf (yten) EOE E) + OCW). 


BL ya RE yC) 时 ,得 到 与 (2.6) 同样 的 方程 。 
HA AKA WARM Taylor 级 数 的 项 ,例如 :有 
Pay Py Cat) a hye) + & ys) + OW), 


RRS | a 

: YC ters) = tn) = = GOC) te) 
十 fCyClatidstatid) + OCA), (27) 
AZ OCH?) 项 且 用 (2.7) 计算 y(n) LM, WA 
形 方法 ， 因 为 yCzors) 末 知 ,所 以 《2.7) 右 端 无 法 计算 . 但 有 
两 种 可 用 的 方法 :一 种 是 想法 解 Vn) 的 非 线性 方程 (2.7)， 

这 称 为 隐 式 方法 ; 另 一 种 是 用 其 他 方法 (例如 Euler 方法 ) 估 算 
y(ta+1)， 而 得 到 显 式 方法 因此 ,我 们 得 到 如 下 公式 : 7 
Finn) =n) + ACY) ta) FOC), OO 
Sytner) = y(t) + 过 Cta) te) (2:8) 
+ Elta) tn+1)) 十 oth), 

它 称 为 改进 的 梯形 方法 或 Heun 方法 . 我 们 不 详细 分 析 这 个 
方法 ， 而 考察 一 类 二 阶 显 式 方法 。 考虑 | 加 


qı 一 Ya + ahi ynsta)s (2.9) 
Yatı = Ya 十 Bhf{Cyas ta) + FARG, te + nA). 
我 们 希望 使 得 7.41 的 展 式 尽 可 能 与 Taylor 级 数 一 致 .由 (2.9) 
Ynti = Yo + Bhys + Thyn + ayh yy, + YAIR fs 


十 z yhtyy lyn? + arnb ty Vs 
+ Z n'h fe + OCh‘). 


整理 诸 项 使 之 与 上 一 t, 的 Taylor 级 数 对 应 项 一 致 ,得 到 
《8 十 oiy = ye 


rah 十 nt = = Ya =| — E Chy, + fa). 
”因此 | 
8 一 上 一 7， 
C= 
27 


误差 项 趋 于 零 的 浙 近 性 质 , 由 考察 Taylor 级 数 的 后 一 项 来 确 
定 ,方法 的 如 项 与 hy/6 之 间 的 差 是 
一 E (30 fy Cy) + 6arnty Vn + Zy ue — Ya ) 


-Eja MPE + 19] (2.11) 


RMyr=1, BEI RAE (2.5); 取 7 = 二 ,给 出 Heun 方法?. 


如 果 代入 到 (2.9) 的 展 式 已 经 包含 了 Taylor 级 数 的 OCB) R 

TH, 那么 ,将 得 到 一 个 与 (2.11) 类 似 的 表达 式 ,而 且 可 用 它 来 
”肯定 误差 小 于 形 如 M 如 的 表达 式 。 在 类 似 于 对 Euler 方法 的 
“定理 1.2 给 出 的 误差 界 中 可 以 使 用 这 一 点 。 等 价 定理 将 在 第 
4 章 讨论 . 


1) 这 些 二 阶 方法 的 名 称 在 文献 中 是 不 一 致 的 。 对 于 不 同 的 7 值 ， 不 同 的 作 
者 使 用 不 同 的 名 称 , 表 2.3 指出 了 这 一 局， 


a 36 « 


-ar i H+ i el er a aa I pt 


用 (2.9) #1 (2.10) 所 描述 的 方法 , 称 为 二 阶 Runge-Kutta 


方法 ， 我 们 可 以 选取 自由 参数 7 的 值 ， 使 得 方法 的 某 个 需要 


的 性 质 达 到 最 佳 .关于 7 的 特殊 标准 是 由 Ralston《1965) 给 出 
的 , 见 $ 5.6.3.1, (2.11) PMO SMA TR, HA 


7 使 42.11) 的 界 减 至 最 小 ， 由 Lotkin (1951) 提出 的 这 个 导 


BAI aE FR Ee 


ð ti j . < . 
[| < » lO, | SM, (2.12) 


所 以 ， (2. D 能 小 于 | 
| 误差 | 一 2 E [eos + yl + ful | 


k? 
6 


当 一 地 时 , 它 有 极 小 值 加 M 12/3. 


= [所 -me +m], 
47 


2. 4. 显 式 Runge-Kutta 方法 


前 节 我 们 推导 了 一 类 二 阶 方法 ,推荐 方法 如 下 : Be, 在 
Ht, toh 进行 近似 求解 ,然后 利用 这 点 的 Ky, D 值 与 其 在 
ta 的 值 一 道 匹配 Taylor 级 数 的 项 ， 本 市 将 推广 这 类 方法 , B 
先 , 在 若干 个 附加 点 和 十 ok 上 进行 近似 求解 ,然后 与 Taylor — 
级 数 的 更 多 的 项 一 致 来 得 到 高 阶 方法 ， 在 开始 进行 这 个 工作 
之 前 ,为 了 方便 起 见 , 引 进 一 些 处 理 导 数 的 简化 记号 。 

定义 为 具有 分 量 丸 二 1 M F= Ky, 1) 的 向 量 ， 于 是 
f 和 站 分 别 是 和 ?对 于 上 的 导数 , 记 y 关于 t 的 二 阶 导数 
为 


y” = (PY = LZ q E dy a SE 


ðt dt ðy dt 
若 将 862/6t, Oz/Oy 分 别 记 为 zo zu wie) 


| P+ ay f. 
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2.3. 普通 的 二 阶 Runge-Kutta 方法 


作 = r=1 
”Ceschino 和 Euler-Cauchy - 改进 切线 
Kata ne 1966) . . 
‘Collatz (1960) 改进 多 边 形 ” 政 进 多 边 形 
Henrici (1962) Heun 改进 多 边 形 或 
| | 改进 Euler 
Isaacson 和 改进 Euler Euler~Cauchy 
Keller (1962). | | 


”是 困难 的 ， 


y” = aP + hf = > fif. 


最 后 .利用 求 和 的 习惯 记 法 , 即 在 乘积 项 中 任何 重复 的 下 标 


或 上 标 是 指 在 它们 的 变化 范围 内 求 和 。 在 现在 的 情形 。 范 转 
是 0 和 1. 于 是 a; 是 Sab) 的 缩写 si adie! 是 


1 1 
>» > a;bic! 


MES ANAS), 应 用 这 种 记号 ,有 
y = ff. oo Q. 13) 


PEX y= f, y = ys mafie 
G&G) = fif. | 
TER > 关于 t 的 微分 法 则 是 C(x) = zf ， 所以， 可 得 到 


a 
| Gy? = Catt + AY = Piu pF + fi 
+ fF + tid FE + fifut*f + FiF. 
”现在 注意 


= ðyiðyk OytOyi 


Heun (1900) 讨论 了 一 美方 法 ,对 这 些 方法 中 的 任何 一 个 确定 其 名 称 好 像 


(Cy) 一 ayy = Gif) 一 人 十 fitt o (2.14) 


S 
ME i 
“3 rp 


~ae 


a 


即 下 标的 次 序 是 不 重要 的 。 而 且 由 于 ?和 / 在 求 和 中 是 下 
标的 记号 , 故 有 


fig fH? = ff ttlf Gi 和 k ah) 
= fight PRCA AE PRA IRE). 


RE, OO 的 第 二 项 和 第 三 项 是 相同 的 。 类 似 地 ,第 四 项 是 | 


FaR = ffif tt Cl ADR 互 换 )， | 
于 是 
Cy) = hfep + SF + 拓 + APLAR. (2.15) 
利用 这 个 记号 ， 考 虑 再 增加 一 个 中 间 点 或 者 中 间 级 的 
(2.9) 的 自然 推广 ,并 且 研 究 三 级 (three-stage) Runge-Kutta 方 
法 . 记 7 
ko = hiya), 

ki = hPa + kos 

ki = AY, + Bako + (a, 一 Paki) 

oo hf Cy, 十 ako + Co, 一 Ba CAs 一 ko))s 


| Yari = Ya 十 Yoki + aud + Taki. 7 (2.16) _ es 
注意 ,我们 没有 使 明显 依赖 于 因为 y, 可 取 为 包含 


因 变 量 和 自 变量 作为 分 量 的 一 个 向 量 。 当然 , PCy, + ak)= 
1, 这 样 , kp MÆ A. My, = Ct) 时 , 我 们 要 求 由 (2.16) 确 


定 的 yon 与 (ot) 的 Taylor 级 数 尽 可 能 多 的 项 -一致 由 


(2.13) 到 (2.15) 得 到 
Cte) = y + hf + — = ff!) 十 全 ASL fi HRD 


+ K purer + st + FPP 


+400), > aT) 


KPAI MRD ZE s = 和 计算。 比较 (2.16) 和 Taylor © 
级 数 展 式 ,得 到 | 
kó = hf’, 


eB 3 


ki = hfi + o kfip + EE AE y fitt + ge fufitty! + OCR), 


ki = Af! + anh? fifi + cs = fafi +O 1, PPP 
+ Ca, 一 sahil — ki) 
+ aCe, 一 Ba Dh fifi CRE — ki) + OCh’) . 
= AF + aktif + P| ttr + (a, — Ba )mf 和 天 | 


十 而 [Sn PHY + Coa — Ba) L fit fy 


十 anf oa 一 pa r | + OCh’), 


FY (2.16) 得 到 yars 并 令 其 与 (2.17) 相等 ， RRES h, 
k, k, OU: 
h: 二 《yo 十 yi 十 raf; 


h’: > fifi = Yo + ¥ 202fif' , 
k’; = Calit + ERI) = = nie ih 


十 一 z af P +y (a, 一 pa 人 


因为 偏 导数 是 任意 的 ， 个 丰 同人 和 于 是 
”得 到 方程 


=n ty +y» 


= Yit 十 7202, 


1 1 
rie + > ¥ 103, 


o |= o |m v |e pod 


= ya 一 Budo, 


a . 40 e. 


ee 一 一 -- 


.这 是 六 个 个 未 知 数 四 个 方程 的 方程 组 ， 它 有 用 a, F o 表示 的 双 | 


参数 解 族 : 
yi = et, 
PAC? 一 oil ) 
3o 一 2 
Y: OOD 


TACT 一 a) 


yo = 1 — ris Tzs 


TREN yi 一 y Una) F: 
— E PPPA — Ari — Arai) 


+ fief PCG — 24 7 20%0,| 0 一 Bul) 

+ Fife — 127y201( 0 一 Bn)) 

+ BA] + OCA). | (2.18) 
我 们 看 到 , 选择 参数 m 和 om 不 会 使 得 公式 的 末 项 为 零 , 因此 
三 级 方法 的 最 大 阶 是 三 ， 实 际 上 ,考虑 (7 +1) 阶 导数 中 出 
现 的 项 fith: Hh, 就 容易 推广 这 个 结论 , 即 证 明 r 级 方法 的 
最 大 的 阶 是 +:。 对 于 最 大 阶 的 附加 限制 , 后 面 还 要 讨论 . 

an r 级 显 式 Runge-Kutta 方法 ， 由 
一 Afa)» 


ks 一 sais > Bakim)» q=1,2, ++; 7 一 1 


Yati = Yn 十 > Y akis 


给 出 . 这 个 方法 之 所 以 称 为 显 式 方法 ， 是 因为 上 述 方程 每 一 个 
的 右 端 只 利用 前 面 计 算 的 值 就 可 计算 . 未 知 数 ya 和 pa 的 方 2 
EASi Sag <r) 可 利用 与 对 应 的 Taylor 级 数 的 项 一 臻 


的 方法 来 推导 。 


« 41. « 


2.4.1. 经 典 的 Runge-Kutta 方法 


通常 的 Runge-Kutta 方法 是 一 个 四 阶 的 四 级 方法 ， 我 们 可 
以 在 ©: — bn = Bu 的 情 形 下 展开 Ros ki 和 kis 并 且 能 对 ki 帮 
apace 开 式 (这 里 ki = 好 (ys 十 Baiko + Paki 十 (oa 一 
一 使 直到 4 四 次 方 的 系数 相等 . 我 们 得 到 方程 


| yot yit rity =l, 


w 


11, 十 Y + Ya0s = > 

7 + ya + rao, 

.710 十 y: + ra= >, 
yban + yoba + apa) = =, l 
1200284 十 7 30: 0482 + 0823) = 4, 
Vba + yaC opy + aba) = >, 
7 3 PBs, = A, E | (2.19 ) 

24 a 


其 中 a, = Dj 2189i. 7 = 152,3,Ralston (1965, p. 199) 给 出 


| 了 用 。 a 和 0 表示 的 方程 (2. 19) 的 双 参 数 解 族 : 


2 120,0,. 
2a, — 1 


| 1— 20, 
120a, —a,(1—a,) | 
1 2a, + a;) — 3 - 


3 2 Ra ol) 


Yı = 


e 42 © 


co 一 7» 22] 
2a,(1 — 2a,)” 


C1 — a, )[o, 十 人 1 十 (2a, — 1)}] 


Bn = 


fa = pam — 0, 6a, — Ko + n) +37 
p = (1 — 2a, C1 ~~ a, C1 Z œ) (2 20) 


aLa 一 oi)[6oaa2 一 4Co + 02) + 3】 
在 历史 上 ， 人 
= hfCyn) 


k = al +h) 


= 1 
k= h (yn +4 kı) 
ks = Atly, + ka) 
Ynn = ya + = Cko t 2ki + 2k +k) (2.21》 


的 解 ， 这 是 通过 令 ,7 = h 一 一 > 得 到 的 ， 我 们 称 此 为 经 典 的 


Runge-Kutta 公式 。 


经 典 的 Runge-Kutta 公式 可 以 看 成 试图 把 Simpson 求 积 
法 则 : 


ior = (Kz,) + 4f g + 4) + 1D) 


推广 到 微分 方程 。 如 果 f(y, DUE r 的 函数 ,那么 Simpson — 
求 积 法 则 与 经 典 的 Runge-Kutta 公式 是 相等 的 。 | 


2.4.2. Ralston Runge-Kutta 方 法 
Ralston (1965, p. 200) 对 于 fy,#) 的 偏 导 数 , 采用 了 一 


个 由 (2.12) 给 出 的 形式 的 界 ,并 且 在 (2.19) 中 选择 两 个 自由 


参数 ,使 得 求解 误差 的 界限 减 至 最 小 ， 绪 果 是 对 应 本 


~ 43。 | 


的 方法 ,并 且 由 
和 yo 
= Afya + 0. Ako) 
= pf(y, + 0.29697760ky.+ 0. 15875966h,), 
ý = AfCy, + 0.21810038%, 一 3.05096470k, 
+ 3.83286432k,), 
Yar = Yn + 0.17476028k, 一 0.551480532, 
+ 1.20553547 + 0.17118478k, (2.22) 
给 出 ， i 
2.4.3.. Butcher 关于 Runge-Kutta 方法 可 达到 阶 的 结果 
至 此 ,已 经 知道 显 式 Runge-Kutta 方法 的 阶 和 右 函 数 计算 | 


”次数 两 者 之 间 的 如 下 关系 : 


2.4. 一 到 四 级 Rusa Kutt 方法 的 最 大 阶 数 
a A AD RA = v 最 大 阶 数 二 +Cy》 
: 7 
3 
4 
? 


-J A w WN 


我 们 已 经 看 到 

rCv) Sv 

[ 见 表达 式 (2.18) 下 面 的 说 明 ]， 自 然 要 问 : “高 阶 方法 是 否 

存在?” Butcher (1965) 充分 研究 了 Cv)， 并 且 证 明了 显 式 
Runge-Kutta 方法 的 如 下 关系 : 


ELI 


(42.5. AMM Runge-Kutta 方法 的 最 大 阶 数 。 。， 
r(v) 
4 
5 ‘ 
6 
r(v)<v 一 2 


所 有 这 种 类 型 的 方法 均 称 为 Runge-Kutta 方法 ,虽然 原始 
的 方法 只 是 经 典 的 四 阶 方法 ， - 


2.5. 隐 式 Runge-Kutta 方法 


前 节 讨 论 的 Runge-Kutta 方法 ,具有 这 样 的 性 质 , 其 右 端 

可 直接 计算 . 若 去 掉 这 个 条 件 , 则 得 到 隐 式 Runge-Kutta HR, 
一 个 + 级 隐 式 Runge-Kutta 方法 形 如 ` 

ka = hflys + Baiki)  4=1,2, ea ty o 

Yati = Ya + riki GA 12) r RKA. (2.23) - ` 


二 级 隐 式 Runge-Kutta 方法 的 例子 由 
ki = AfCya)s 


一 1., , 1 
名 一 yo +h + oh), 
1 1 
yn E 
给 出 .当然 ， 这 是 梯形 法 则 ， 现 在 我 们 研究 一 般 的 二 级 隐 式 
Ronge -Ka 
== Ailyn + Buki + buki), 
= Afya + Baki + banka)» 
.| NAA | 
用 Taylor 级 数 展开 ,得 到 
ka 一 hf + Af; Baki 十 Peak) | 
a a 


+ E Mlaki + Baki (Bak! + Baki) 4 +: 


HERATI ka 多 次 ,得 到 
ka 一 Af + Af [Bai hf’ 十 hf BunRkt + Biki) +e) 
+ Baa AF + hfil Buki + baki) + -+++)] 


+ = PBa + BDA CEn + Baht + 
= hit phos + © affo + Wit Eao + Beat) 
+ E aafin PE + Kiti Pal Ba + Ba) 


+ E tif tact + Bah) 

+ Mf Ba Pues 十 Bix) l l 

+ Pa Barts + bua:)) + OC), - (2.24) 
其 中 a, = Bu + Bust, = ba + Bow 计算 ys 得 到 

Yati = Ya + ri t 72021 + Cy, + 7 20a)" ff! 

+ (yai + Zo faf f + CY Puo 十 Buda) 

+ yY Bro, + Burtt) iP f Fifi 十 OCA‘). (2.25) | 
从 此 通过 与 Taylor 级 数 直到 阶 为 至 的 项 的 一 致 ， 我 们 得 到 方 
| Ytw=1, 
11% F Y0 = py 


.1 
y + ye} = 3 


ri Push + Lat) 十 vf Bam + Prt) 一 一 


个 未 知 数 四 个 方程 的 方程 组 有 -ASNN 从 前 面 


46 。， 


À 


三 个 方程 ,我 们 得 到 


1 
ro 一 æ) = > 一 is 


ya 一 aa + a) = 二 一 oa 


于 是 , 选择 wm E 来 决定 m, 因 此 ， 由 前 面 三 个 方程 决定 n 
Mrz 因为 bu = 0, — Bra, Ba = — Br, 所 以 ， 最 后 下 的 方程 


是 pa 和 po 的 非 线性 方程 AER TRAE, Eo 


是 ,一 组 解 是 


a, == 0 get nes 7, = 
? 2 3° 2 4° 1 ™ 


ki = fn — Ri ads 
3 2 
k= h(at Sh); 

Ynti S Yn + “ks 十 3k), | 
这 是 一 个 三 阶 方法 但 是 ，Butcher (1964) 已 经 研究 了 + 级 ” 


隐 式 Runge-Kutta 方法 ,并 且 已 证 明 对 于 这 样 的 方法 达到 27 
阶 是 可 能 的 。 因 此 ,如 果 在 上 述 二 阶 方法 中 选取 | 


1) Ceschino 和 Kuntzman (1966) 曾 报 告 过 这 些 方法 ， 并 得 到 这 第 困 的 一 
个 证 明 . 


: ` F. 
E 
` E 
e' 47> 2 
em . 
. $ 


eae i v3 | 
1 2 6 
— ~~ 
a= d pV, 
2 6 
bu = bn = 5, + 
-1 y3 - 
， Bu -= 4 6 3 e 
lV 
Ba 3 +. 6 
. 那么 ， 可 以 看 到 h* 的 项 与 对 应 的 Var 的 Taylor 级 数 的 那些 项 | a ~~ 
一 致 ， 在 (2.25) 中 ,所 的 项 就 是 | E 
rno + reifa FPE 十 [Yi0x(Buo + B02) | | : » E 
+ rx Pao + Bratt) Mistisif™ 
+ [ v:C Bot 十 P1203) + rte + 82.03) ] ff ff a | 
+ [Cribau + Ya Buch, + buo) | . | | : | 
+ Cypa + 7 Ba Ena 十 Bza) FERE | | mo 本 
m liat PE + Btt t + titat + titit] 
24 | 
yo | 
24 


2.5.1. 4 st Runge-Kutta 方法 的 实际 应 用 
显 式 Runge-Kutta 方法 使 用 起 来 简单 明了 ， 而 隐 式 Runge- 


ee 48 eo 


一 各 


并 证 明了 : # 


”2.6. 收敛 性 和 稳定 性 


法 ,这 些 方法 当 h->0 时 阶 大 于 零 则 收 敏 ,还 要 证 明 收 敛 的 单 步 


Kutta 方法 都 需要 每 步 求解 一 个 联 立方 程 组 . 如 果 f 不 是 y 
的 线性 函数 ， 这 是 非 线性 方程 组 ， 它 们 可 用 对 充分 小 的 保 
证 收敛 的 迭代 方法 来 求解 : 假定 有 ki 值 的 近似 kaong = 1, 
2,。.……,7+, 用 l 
sb = AC a F Bajki) (2.26) 
确定 新 的 近似 值 Ry,6wrps m = 0, 1, 2, =, BEE k: WE 
似 值 中 误差 用 
€ gm) = ka — Ram 
定义 ,那么 ,由 (2.23) 减 去 (2.26) 得 到 
eamti| = |hfCys + Baiki) — Af ye + Baki | 

S AL| Balki — kim) | ARE Lipschitz ATED 

S AL | Ball eml. | -f 
于 是 , A em = max | Eam 、 则 得 


r 
C(mt1) < AL max | | Boj | Elm) 
-- j=1 


1 
S Emar 5 Aal 
则 当 m 一 œ 时， cm) 一 > 0。 
一 般 来 说 ， 用 己 经 达到 的 增加 了 的 精确 度 来 说 明 隐 式 方 


法 的 附加 工作 量 的 合理 性 是 困难 的 ,所 以 ,它们 的 实用 性 仅 限 
于 一 些 特殊 问题 ， 对 这 些 问题 来 说 ,方法 具有 所 需要 的 稳定 


HE. 


本 


我 们 将 在 第 4 章 证 明 Runge-Kutta 方法 和 Taylor RH 


方法 是 稳定 的 ( 即 给 问题 一 个 小 的 扰动 , 当 4 一 0 时 只 引起 一 


9 


re 


个 有 界 的 变化 ). 本 节 讨论 Runge-Kutta 方法 的 绝对 稳定 区 域 


2.6.1. 显 式 Runge-Kutta 方法 的 稳定 区 域 


对 于 复 值 考虑 方程 y = Ay， 若 对 y 一 “4y 研 究 四 阶 显 | 


” 式 Runge-Kutta 方法 , 则 得 到 
| ki = hy + ohhy) = haC + opr)y, 
ka = ARCA Bahh + BoBA A ohh))y 
= AMA + ahd + opwh hy. © 
”类 似 地 ， : a a 
k= Ml + mhh + MAA + mh AY 
并 县 | 
Yor = CI + EAA + ERA + 8,3 + BN) yn, 
其 中 y M o; 都 是 系数 pi; Me, 的 组 合 ， 由 于 我 们 知道 , 如果 
Yn 精确 ， WW Yati F ym) RE h Bt ; | 又 因为 Yint) = eth 


I) 所 以 , Wi La 4, EMO y 于 是 ， 


24 

方法 的 放大 系数 是 
| s Caa 
因此 ,绝对 稳定 区 域 是 不 等 式 | | 
ieee ee eee cs (2.27) 


”满足 的 区 域 ,其 中 p= 到 .为 了 在 复 平面 内 找 出 这 个 区 域 ,我 
们 画 出 使 (2.27) 等 号 成 立 的 轨迹 , 得 到 这 曲线 的 一 个 办 法 是 


令 


tut EErEE, 


th p= hh, LARS TARRAA „OJ. 绝对 和 
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ant gall Eg: ah Ei in, hte. ar 


” 定 区 域 在 图 2-1 中 表 出 ， 
如果 考虑 具有 解 
y = F(t) + co” 
的 问题 

y = My 一 FGD)) + F'O), y(0) = FCO) + co 


图 2.1. 四 阶 显 式 Runge-Kutta 方法 的 
绝对 稳定 区 域 


我 们 注意 到 ,因为 它 对 y 是 线性 的 ,所 以 ， SLE a 


是 分 别 积分 非 齐 次 问题 
y = My — F(t)) + F'G@), y(0) = FCO) (2.28) 
和 齐 次 问题 
y = Ay, yC0) = co (2.29) 
结果 之 和 . 为 了 能 精确 地 积 ) 分 (2.28) 的 F(D 项 ， 步 长 无 
BERMEO), 我 们 假定 .F(z) 是 光滑 的 且 量 级 保持 在 工 左 


A. 如 果 4 < 0 (或 者 它 的 实 部 <0), 那么 ,开始 步 长 一 定 


很 小 致使 能 够 精确 积分 coe* Di AA e” iHa = 


2] 十 [CH4)/6] 十 [C44》/24] 来 数值 表示 ,所 以 ,44 也 必须 
足够 小 ， 使 得 这 个 表达 式 接近 于 < 许多 步 之 后 ， 与 解 中 


esie 


F(#) 项 比较 , Coe! 项 就 不 那么 重要 了 。 从 此 , 绝对 稳定 性 就 


是 步 长 的 限制 性 需要 。 4 一 定 得 充分 小 ,使 得 ARE 
的 区 域 之 中 , 以便 对 e* 项 的 数值 近似 不 增加 。 然 而 ,这 个 4 


比 精确 地 积分 FO 项 所 必需 的 步 长 要 小 得 多 . 当 1 很 小 且 为 


负 时 ,为 了 准确 地 积分 FO 所 选取 的 % 值 使 得 2 在 绝对 稳 


定 区 域内 . 41> 0 时 ,(2.29) 的 解 增长 , BA 足够 小 , 使 得 


也 可 正确 地 积分 e”. (LE, ba 不 落 在 绝对 稳定 区 域 中 ,这 点 


不 是 重要 的 , 因为 e* 也 在 增长 , 


对 于 ) < 0, 或 者 考虑 精确 度 , 或 者 注意 绝对 稳定 性 (前 面 


要 求 限制 42， BERT AS Bi tk EE SIE ECS 
为 如 果 1 十 142 十 …' 是 e 鸡 的 一 个 准确 近似 值 ， 那 么 ， 当 
24 二 0 时 , 一定 小 于 1)， 如 果 4 之 0， 那么 ,精确 度 是 唯一 的 

准则 . 


a! 表示 ce”， 因 此 ， 如 果 方 法 是 9 阶 的 (如果 g <4 A fe 
的 ), 那么 ,表示 式 就 是 指数 级 数 的 前 (4 十 1) 项 ， 用 到 4 阶 
导数 的 Taylor 级 数 方法 将 有 类 似 的 性 质 ， 


”2.6.2. ER Runge-Kutta 方 法 的 稳定 区 域 


虽然 隐 式 方法 在 实用 方面 并 不 十 分 重要 ， 但 是 它 有 一 个 


” ”重要 的 稳定 特性 ， 使 其 对 于 后 面 有 待 讨论 的 若干 特殊 问题 是 
a en 本 蔬 用 简单 例子 (如 梯形 法 则 ) 来 说 明 这 种 性 质 ,一 
Be r 级 隐 式 Runge-Kutta 方法 的 推广 可 在 文献 中 找到 。 
梯形 法 则 由 
Yati = Ya 十 一 -Os + yar) 


给 出 ， BARA y = dy, 则 得 到 


ha Ad 
Yati = Ya -+ Ya + 2 Yat 
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4 级 显 式 Runge-Kutta 方法 用 1.+ ha + e.e + Cha, 


或 


! + (A1/2) 


Vat = LOUD, o 7 


于 是 ， 增长 因子 是 [二 CONIC4/29]. 如 果 h4/2 


=u + iv, 其 中 «和 wv 是 实 的 ， 则 得 
(1 十 re iv = | ly | 
(1—u)—iol >” 
1+? + 2? 4 2u | 
1 + ê + vt 2u 
所 以 ， 若 4 二 0, ERRI. Dahlquist (1963) 定义 一 个 方 
法 是 4- 稳 定 的 , 指 的 是 :对 于 微分 方程 y= 二 4y, 其 中 Re(2) 一 
0,， 当 nn 一 co 时 数值 解 渐 近 有 逼近 于 零 。 梯 形 法 则 是 4- 稳定 
BY. 

如 Ehle (1968) 所 指出 ,2y 阶 的 > ARRAS Runge-Kutta FF 
法 也 是 4- 稳定 的 。 例 如 ， eK b= 1, 0-1 和 0.001 及 梯形 
方法 来 考虑 问题 | | 

y = —1000(y — #7) + 3#, y(0) =0, y(1) =? 
解 列 在 表 2.6 中 。 注 意 ,误差 按 OCH) 变化 , KE h (SO) i 
头 的 庞大 值 是 一 1000 

2.6. 实 形 方法 (作为 的 函数 ) 的 误 关 


[Yaral = 


“yal. 


a al een 
h ysl) E1) = yl) — 1 ep 
1 1.00998000 0.99800 x 19-3 0.998 x 10-3 
0.1 1.00000165 0.16486 x 10-53 0.165 x 1073 


0.01 1,00000005 0.50000 x 10-7 0.500 x 10-3 
- 0.001 1.00000000 0.49996 x 10-9 0,500 x 1073 


faj A 


1. 如 果 采 用 下 列 方法 并 达到 要 求 的 精度 ， 积 分 方程 了 =y, 9(0)= 
1, 计算 从 :二 0 到 := 1 应 该 使 用 的 固定 步 长 的 最 小 步 数 。 
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(a) 改进 的 梯形 方法 , 至 少 具有 精度 0.2050.05, . 

(4) 经 典 的 四 阶 Runge-Kutta 方法 ,至 少 具 有 精度 0. 013 0.001, ge 

用 方程 (2.8) # 给 出 的 改进 的 梯形 法 则 及 方程 (2.7) 给 出 的 通常 的 

梯形 法 则 ,在 区 则 [0,1] 上 用 步 长 27? p = 2(2)12 (BẸ P = = 2, 43 

6, 8, 10, 12) 积分 - l b 
y = —1000(y — #) + 327, y(0)= 0, 

并 在 对 数 座 标 纸 上 画 出 这 个 结果 的 图 形 . 说 明 它 们 的 共性 和 差异 。 


欲 积 分 一 般 方程 oo > 
y = f(y, 2), . 
从 上 个 问题 的 结果 大 ,梯形 法 则 比 改 迁 的 梯形 法 则 效果 好 中 ? 
假定 用 中 点 法 则 积分 | 7 Do 
y = A(t? — y) + 34, y(0) = 0， 
从 :二 0 到 :二 1, BEM OM), 那么 , 1 应 取 什 么 样 的 值 ,利用 四 
， 对 所 求 4 信和 数值 积分 并 画 出 的 误差 曲线 来 说 明 这 一 点 ， {í 


从 一 般 四 阶 Runge-Katta 公式 导出 误差 项 O(A), H 经 典 四 阶 
Runge-Kutta 方法 求 其 误差 项 的 特殊 形式 。 者 假定 了 对 于 ”和 :+ 


是 线性 的 ,那么 ,一 般 公式 的 值 如 何 ? | : it 
计算 并 画 出 二 阶 Runge-Kutta 方法 的 绝对 稳定 区 域 。 ae 
讨论 由 


Iai = In E IO) 十 Jr) 二 a Ca) 一 ho) 


定义 的 方法 的 绝对 稳定 区 域 。 其 中 7G) 是 由 10) = (Of/Ot) + 
(91/6y)f(y) 计算 的 ， 这 个 方法 的 阶 是 多 少 ? | : 
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3. 方程 组 和 高 阶 方程 


这 一 章 的 目的 是 将 前 两 章 的 方法 推广 到 两 种 情形 ， 即 扒 
广 到 方程 组 和 高 阶 方程 。 所 请 方程 的 阶 是 方程 中 出 现 的 导数 
的 最 高 阶 数 . 假定 方程 形 如 

| yP == Cy, yg oe YP), | (3.1) 
其 中 了 对 每 个 yO 满足 Lipschitz 条 件 , 而 y 中 是 diy/dz' 的 一 
种 记号 ， 于 是 

Cy’ FC + 2) — ly’ + cost) = 0 E 

就 是 一 个 三 阶 方程 ,又 可 写成 


/2 
te) Gn 


但 是 ,必须 要 求 yy' + cost) 保持 离开 零 为 有 界 , WE (3.2) 


满足 Lipschitz 条 件 ,而 且 必 须 取 两 平方 根 之 一 ， ER y 为 单 . 


值 
方程 组 包括 一 个 自 变量 * 和 多 个 因 变 量 。 于 是 ， 


人 (3.3) - 
是 两 个 一 阶 方程 的 方程 组 . | a 
”如 采 因 变量 有 * 个 , 则 记 作 y', y7, y’ .上 标 不 会 
与 y 的 方 雷 混淆 ,如 果 有 可 能 混淆 时 ， y ODRE G). — 


般 的 一 阶 方程 组 形 如 
y = fy Parts Ws t), 
y? ‘= fy 75 ee Ws t), o (3.4) 


y” = fCy's y’, 2e., ae t), 


假定 其 中 每 个 fr 分别 对 各 个 因 变量 满足 Lipschitz 条 件 且 对 


t 连续 .如 果 像 第 2- 章 做 过 的 一 样 重新 取 : Hy, 而 且 加 上 


初始 条 件 为 x(0) = 1 的 微分 方程 | | 
y” = PCy’, Y's tts y) = 1, (3.5) 


则 以 后 的 符号 就 被 简化 了 .方程 (3.4) 和 (3.5) 现在 是 自 变量 


为 z 的 :十 1 个 因 变 量 y?,…,y’ 的 :十 1 个 方程 的 方程 组 ， 

于 是 可 写成 | , 
y=fly), — | (3.6) 

其 中 了 是 列 向 量 y, y ow, T 是 转 置 算 子 ， 关 于 这 


种 改写 有 两 点 应 当 强调 : 首先 ， 如 果 要 求 了 对 y HE Lips 


chitz 条 件 , 则 需 有 一 个 比 对 * 连续 还 要 强 一 些 的 条 伴 , 而 对 : 
”连续 是 所 有 方法 的 存在 性 和 收敛 性 的 充分 条 件 . 但是， 实际 


上 甚至 有 更 强 的 可 微 性 质 ; 所 以 这 不 成 问题 ， 其 次 ,这 个 变换 。 


的 目的 只 是 为 了 统一 符号 ,为 了 减少 工作 量 和 含 人 误差 ,在 大 


多 数 数值 积分 中 ， 分 别处 理 自 变量 如果 步 长 是 固定 的 , 那 


么 最 好 是 由 hp。 计算 i。。 但 是 ;如 果 步 长 REE, 那么 4， 


“也许 不 得 不 由 tr = ts 十 h。 来 计算 ， 如 果 如 在 机 器 中 不 是 ” 


精确 的 表示 , 则 肯定 会 引进 一 些 舍 入 误差 ,我 们 必须 承认 这 种 
事实 . | 
3.1. 单 步 方法 应 用 于 方程 组 

第 1 BAS 2 章 所 讨论 的 全 部 方法 均 可 直接 应 用 于 方程 
A. 方程 组 中 任 一 方程 既 可 分 别 讨论 又 可 联 立 在 一 起 ,于 是 ， 
WF | | 
y = fly, z) | (3.7) 
z = aly, z), 
Euler 方法 是 | . 
| Yati = Yn + Afya Fads 


e 56 0 


Zati = Zna 十 AGC ns Za). 
经 典 的 四 级 Runge-Kutta 方法 要 求 对 每 个 因 变量 计算 一 组 
kas Fee, 如 果 把 (3.77 中 的 > 记 作 y's z 记 作 总 ， 则 可 应 用 
由 
ko = bf(ys, Ya)» 
ke = Agl yis yi) 


1 1 
ki == hf (+ 2 kia y3 + i) : 
i 


toa fa ad | anail, 
kı = hj Deien Ki) : 
B= hg (ys + FR t k)» 
k; = hfCy', + kis yi, + ki), 
RB = ey + Bs y3 + AD: 
yari = y5 + = (kè FIR ORR), 
yer = ya + È CR + 2R + 2R + BD. G8) 
给 出 的 Runge-Kutta 方法 。 第 4 章 将 证 明 ; 这 些 方 法 具有 适 于 
单个 方程 的 类 似 方 法 的 同样 性 质 。 我 们 注意 ,第 2 章 中 有 关 
”Taylor 级 数 展开 式 的 分 析 , 可 以 直接 应 用 . 事实 上 ,那里 为 了 
处 理 自 变量 所 导出 的 符号 与 这 里 使 用 的 相同 ， 所 以 ， 由 方程 


(2.13) 到 (2.15) 2 给 出 的 导数 的 展开 式 对 方程 组 亦 成 立 ， 其 
中 i, 等 不 仅 可 以 取 值 0 和 1， 而 且 允 许 取 值 0 到 s, 


3.2. 高 阶 方程 简化 为 一 阶 方程 组 


为 了 处 理 形 如 (3.1) 的 方程 ， 通常 的 方法 是 把 它 它 变 换 成 
等 价 的 一 阶 方程 组 .如 果 定 义 变量 


z57。 


ce mm e Fe e e n i e 


yi 一 GD, į = 1,2, "Ps ` (3.9) 


则 可 把 (3.1) 写成 
Cy? = fly's ys y?, ED. 《3.10a) 
通过 (3.9) 对 i 二 1,2, … ,一 工 的 微分 ,我 们 得 到 
(y y = yP = yl, 《3.10b) 


” (3.10) 是 个 一 阶 方程 组 , 它 可 用 已 经 讨论 过 的 方法 来 处 理 . 
原来 的 间 题 (3.1) 具有 由 y ON = 1, 2, +++, p) 确定 的 


值 . 


3.3. 高 阶 方程 的 直接 方法 


| 许多 人 提出 了 直接 方法 ， 而 不 去 把 一 个 高 阶 方程 展 成 庞 
大 的 方程 组 ,其 中 一 些 方法 将 在 后 面 多 步 方法 的 章节 中 讨论 . 
这 里 略 述 单 步 方法 推广 到 高 阶 方程 ,例如 (3.1)， 是 直接 处 理 
这 些 方程 较 好 ,还 是 把 这 些 方程 变 成 低 阶 方程 组 较 好 ,依赖 于 
方程 本 身 。 某 些 情况 已 经 在 Rutishauser (1960) 的 论文 中 研究 

过 了 . 


3.3.1。Taylor 级 数 方 法 — | 


”Taylor 级 数 方法 可 用 显然 的 方式 推广 如 下 : 给 定 y 
yf, ee, y RA (3.1) 能 够 计算 yP, 并 且 通 过 微分 (3 1) 


”多 次 ,还 能 得 到 get lr, 这样 ,可 书写 如 下 : 


| 
yı = yo + hyip + Sy? + s=. + vam 
yD = = yg? 十 hyg 十 k yo -二 eee -人 Wis 
2 TG — 1)! 
yi O= yee + hP ee t aMMa W. G11). 
He pt! ~ 
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初始 值 ， 现 在 的 《3.10) 只 要 具有 y0) 所 需要 的 确定 的 初始 


ty 四 
‘a 


因此 ， Ys y, ee ys yD 的 值 能 够 在 fi 点 近似 算出 。 
3.3.2. Runge-Kutta 方法 
， 像 在 一 阶 方程 的 Runge-Kutta 方法 中 做 过 的 一 样 ,不 直接 


| 计算 比 p 更 高 阶 的 导数 ,只 在 多 个 点 上 计算 阶 为 ?的 导数 值 . 


例如 ,考虑 二 阶 方程 y” = fly, 9). 已 知 Yas Yns 一 般 的 一 级 
PA singe Rens 方法 形 如 


kı ~ 全 “1 yes Ya)» 


h? r , 
= 2 f g -+ ohys + Oki, Vat ahh), 


Ynti 一 Yn + hy, + yiki + Yzkzs 


Fos = iat Shit hh (3.12) 
展开 ka, 得 到 
kı 一 fli 十 (Copy + oaks) 3 Of ae 
y’ 
+ Shi 4 ob aks = Ly | + 00), 
kh Oy 21 Oy" 


(3.13) 
其 中 每 一 个 量 在 y。y。 上 计算， RBA Ya = foya = (Of/ 
Oy Dy + COf/Oy' Dy”, 


(4) 一 一 5 2 Of oo” Of ” oo 
Ya Cy P+ yay" yy + ay? 
07} HN ðf on 
+ zC ”) + Əy? 
把 《3.13) RA (3.12), 得 到 


f h? fi 
Yor 一 ya + hyn + (yit 72) Fy 


3 r | | 
+ rit ja h y+ a “3 of y "| 


y` . 2 dy’ | 
4 
trž [a yr + a heyy 
. 4 Oy | 
+ aabt nr Oy yy + a ot Cy’ y] + OC), (3.14) 


如 果 yit y= 1 H a= Gy2/2 = > ABA, (3.14) 与 


Ylen) 的 Taylor ECAR. k SO o 和 r 的 任何 
选取 都 不 与 Taylor 级 数 的 第 五 项 一 致 ， 类 伏地 ， 如 果 a+ 
&=2 以 及 md, = 0,8,/1=1, W yon 与 Yn + hye + 
《大 /2)yY 一 致 到 阶 e. 于 是 ,一 组 解 是 


m= Y 一 二 
1 S7 2 
2 4 > 
a = h =S —, “on o 
1 - 
ô = o 
3 , . 
==, | (3.15) 
”2 


局 部 截断 误差 对 y 是 OC), 而 对 /是 OC), But, 可 以 假 ， 
定 全 体 误差 分 别 是 OC?) MOU), UE, y 影响 到 f, 因 而 
影响 到 如 , 所 以 ,对 于 y 和 yy, 全 体 误差 均 为 OP). 

对 于 高 阶 方程 组 , 已 得 到 显 式 ) Runge-Kutta HEAL? 


Runge-Kutta FE, 这些 方 法 在 若干 特殊 问题 中 有 着 重要 的 应 ` 


”用 ,但 是 ,一 般 的 计算 机 程序 通常 只 是 对 一 阶 方程 编制 的 。 如 
果 方 程 是 特殊 的 类 型 , 则 这 些 方 法 会 更 实用 的 。 缺少 一 阶 导 

1) Zurmuhl (1968) 和 Henrici (1962), 见 4.2.3. | 

2) Coeper (1967), | 
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数 的 方程 组 

| y” = fy) 
在 天 体力 学 中 常常 出 现 。 在 简单 的 情形 ， = fy), 3 
fay sy = By” + iO Y ty = 0, 因此, (3.14) 由 | 


h? 
Ynti = Yn + hyp + E an+ y2) 


h? # 4 ff j ld 
十 2 Y204f yy 二 人 Ya [ofyy + ify Cy 7] + OCA’) 
(3.16) 
所 代替 ,而 Yatı 由 Ea 
- 1 7 B v 2 . ; 
Yatı = Ya F 2 Ya Cô: + 52) + 分 62olj7 

3 
+ E Bladsy" + Af YIO (3.17) 
给 出 。 通 过 选取 


2 2 
1 620, 一 3° 520; 3? 
6, + 3, = 2, O01 = 1, 
1 | 
Y0 = s ntry=1, 


(3.16) Fl (3.17) 的 前 四 项 与 Taylor 级 数 的 对 应 项 一 致 È 
出 了 特殊 二 阶 方程 的 Nyström AR: 
kı = Was t,)/2; 


pa = Bile + C2hy4/3) + 4/9). 
2 2 | 


Ynti = Yn t hyn + > Chi + k), 
Ynti = Yn 十 ears 
. 这 个 公式 对 和 和 y 都 具有 oC 的 局 部 截断 误差， 对 每 个 分 
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量 的 全 体 误差 为 0(12)， 


问 á g 
1. 对 于 二 阶 方程 


y =f, y, 4) 
20 B E | 
Veer F Yn + hf + Or hherts 
~ Yapı = Yn 十 -jz + BA he + Bih hots 
的 方法 ， 这 里 选取 的 fsx FHA Oats Vetus ia+1) ,在 全 体 误差 上 
”能 够 达到 的 最 大 阶 数 是 寥 少 ? 车 Of/oy'=0, 阶 数 改 变 吗 ? 给 出 达 
到 你 所 得 到 的 阶 的 方法 的 例子 的 系数 ， 
2， 证 明 方 法 e 


Ya = Ya + ALEC) + ETa) l + SALE Cre) — Fy)] 


是 对 一 阶 方 程 组 的 四 阶 方 法 ， 
3. 对 于 特殊 的 三 阶 方程 
y” = f(y), 
你 能 找到 的 二 级 Runge-Kutta 型 最 高 阶 方法 是 什么 PE? 而 二 级 方 
- 法 形 如 


AF Ya 
ko = Piye) ), 


| ¥ A? ef 
k= A? (ys + ohyn + OSI 十 ako) 


， hè ,, . 
Yea: = Va thy, + > + Biko + BR 


Ve 41 = Ve + hys tr kynt ki 


Yati = ys + 6, as 十 5. 


4。 在 你 得 出 的 问题 3 的 答案 中 ， 括 玉 的 二 级 Runge_Kiet 方法 的 最 
高 阶 能 继续 保持 ,更 一 般 的 三 阶 方程 的 形式 是 什么 ? 
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« 
E 4. 单 步 方法 的 收 伍 性 .误差 界 和 
< | . 误差 估计 | 
这 一 章 研 究 如 下 问题 ; 
1， 在 什么 条 件 下 方法 收敛 ? 
2， 收敛 的 阶 是 多 少 ? 
3. ADRS AMARA REA? ot 
S 4. “hook, 关于 误差 的 渐 近 形式 可 以 讨论 什么 内 容 
《如 定理 1.4 对 Euler 方法 的 处 理 )? ` 
| 第 1 章 研究 了 最 简单 的 单 步 方 法 , 现 现在 研究 下 面 的 单 上 


L 对 于 一 阶 单个 方程 的 高 阶 方 法 ; 
2， 对 于 一 阶 方程 组 的 方 祷 ; 
4 3. MFRS 1 的 方程 组 的 方法 ， | 
| 每 一 类 是 其 后 一 类 的 特殊 情况 , 所以， 我 们 证 明 (3) 类 的 结果 
并 讨论 将 这 些 定理 应 用 到 其 他 类 问题 的 较 简单 情形 上 去 . | 
虽然 我 们 将 讨论 高 阶 方程 组 的 直接 方法 ,但 是 ,几乎 总 是 
应 用 3.2 中 记 法 的 简化 来 讨论 更 大 的 一 阶 方程 组 .例如 ， 有 一 
站 对 方程 : 
y” = fCy, Ya 252", 2 Dy 
2 = oC yy y's By 2, z”, i) 


< 记 
| yoy, yoy, poz yar, pues 
。 我们 可 将 其 表示 成 方程 组 
o y =f, +), 


其 中 


er 

eS §3 e Pt ak 
= METE 

= 7 

. ` a 


t= y, 
= fess yrs y's E), 

P= y, 

f = y, 
= gly", y’, y’, y's n). 


4.1. pCR 


当 我 们 讨论 单个 方程 Euler 方法 的 误差 时 ， ， 给 出 了 其 绝 
对 值 的 乔 。 当 我 们 处 理 方 程 组 时 , 它 的 每 一 个 元 都 会 有 误差 ， 
于 是 有 一 误差 向 量 . 求 得 误差 界 是 必要 的 ， 它 保证 这 些 误差 
全 是 小 的 ， 这 样 。 有 一 个 单个 的 量 来 度量 所 有 这 些 误差 的 大 


“小 是 方便 的 .这 个 量 应 该 具有 尽 可 能 多 的 绝对 值 运算 的 性 质 ， 


使 得 有 关 单 个 方程 的 定理 可 以 直接 推广 ， 我 们 称 这 样 的 量 为 
向 量 a 的 模 , 记 作 llal|。 模 的 一 个 例子 是 lall = max| a‘|, H 
Ha! 是 a SE, KARAR. 如 果 lall 过。, 那 么 ,每 个 
lat] Se, 因此 ,如 果 限制 lall, 则 限制 了 每 个 分 量 ， 可 以 定 
” 义 许多 种 不 同 的 模 ,在 形式 上 它们 必须 满足 这 样 的 性质 : al 
是 非 负 实 数 ,使 得 | 
jall = 0 <> a = 0( 这 就 保证 了 当 模 收敛 - 
于 零 时 ,向 量 的 分 量 也 收敛 于 零 )， (4.1) 
la + bl] < llall + jbl (这 是 三 角 不 等 式 ， 
允许 将 复杂 的 表达 式 展开 并 将 每 一 部 
分 分 别 求 界 )， | (4.2) 
WEB. : 
laali = [2/ fall. (4.3) 
| EDR ER BI. SEB Be 
作 l4。 如 果 对 于 所 有 和 矩阵 4 和 向 量 a, 有 
14all < alllall, (4.4) 
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则 称 和 矩阵 模 与 向 量 模 相 容 ， 算 阵 模 还 必须 满足 性 质 G. 1)， 


(4.2), 《4.3) 和 | 
4B) s< aiB. (4.5) 


可 以 看 出 , #4] H sup lall/lal] 定义 , 则 其 满足 、 


Hall-eo 


(4.1) F] (4.4). LAM BARN HASHMEE 
lal] = max 3) | 431. 


注意 到 
| Lal| = max | 之 ， Aiai 
< max > | 4j|mxa| a*| 
= || 4||llall, 
可 以 证 明 方 程 (4.4), 同时 (4.5) 由 
| 4B || = max >| 2 AiB} | 
< max Dy as Sati] 
< max È, | 4i] max 2 | Bi| 
= ||als 
得 出 。 
模 的 男 一 个 例子 是 | E | 
| lal] = >, KAP | (4.6) 
它 有 相 容 的 矩阵 模 | 
{All = max Dy | Ag]. p (4.7) © 


我 们 经 常 引用 Loti. DAN L BURKE p= 1 
lal = (Sle?) 
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me a E ' 
Po Pete 


wa Lippitt 5 | :| 对 于 p = oo (BD p > oo 时 的 | 


极限 ), 我 们 得 到 最 大 模 。 p 一 2 NTRA Eudid 模 
lala = JE er. 


虽然 最 大 模 通 常 是 最 简单 的 ， 但 以 后 几 平 可 以 使 用 任何 
模 。 不同 的 模 可 以 导致 不 同 的 误差 界 ， 而 最 大 模 经 常 产生 最 
BA WARIS. 


4.2. 存在 性 和 Lipschitz 杂 件 
定理 1.1 的 直接 横 为 任意 阶 方程 组 提供 了 一 个 存在 性 证 
AW. 如 果 这 些 方程 记 为 
y = fly, +) 
我 们 可 以 叙述 如 下 : | 
定理 4.1. 如 果 在 区 域 0<¢<b, 一 2 <y 万 % 中， 
fly, DE * 的 连续 函数 且 关 于 y 满足 Lipschitz 条 件 , 那 么 存 
在 唯一 的 可 微 函 数 ye), 使 得 
y(0) = yo， 


o AIO © Eye, ‘). 
dt 


这 个 结果 在 微分 方程 课本 中 可 以 找到 ， 


所 谓 关于 方程 组 的 Lipschitz 条 件 , 意 指 存在 一 常数 工 ,使 


得 
lfCe, y) 一 587* 外 委 工 ly — y*|. (4.8) 


如 果 f 在 这 个 意义 下 满足 Lipschitz 条 件 , 那 么 它 的 每 一 个 因 


变量 也 分 别 满足 Lipschitz 条 件 ;反之 亦 然 . 


”实际 上 , 我 们 仅 在 y 可 以 被 证 明 属于 其 中 的 一 个 有 限 区 
域 (根据 | 的 界 ) 需 要 Lipschitz 条 件 . 如 果 在 此 区 域 上 ,上 有 
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对 y 的 连续 导数 , 那么 它 满足 Lipschitz 条 件 , 因为 由 中 值 定 


ft, y) — FG, y™) = 2, SEE — y™), 
其 中 (E) 是 区 域内 的 一 组 点 ， 如 果 / 

of 
Oy? > 


Ki= max 


那么 | 
Gs I) = FCs YO < DY Rly yd 


如 果 定义 Lipschitz 常数 工 是 矩阵 K = {Kj 的 模 , 则 得 《4.8).。 


4.3. 收 全 性 和 稳定 性 


前 面 几 章 亿 述 的 方法 ,其 共同 基础 是 规定 一 个 量 ， 加 到 


y。 上 ,得 到 y。+。 形 式 上 我 们 定义 单 步 方 法 如 下 : 
”定义 4.1。 求 微分 方程 近似 解 的 单 步 方法 ， 是 一 个 可 以 
写成 如 下 形式 : 
| att = Yn + APY, tns h) (4.9) 
的 方法 ， 其 中 增 量 函数 几 FEM f 确定 的 ， 且 仅 仅 是 y,, t, MA 
的 函数 . 

单 步 方法 的 收敛 性 定义 如 下 : 

定义 4.2。 单 步 方 法 (4.9) 是 收敛 的 ,如 果 对 于 任何 满足 


Lipschitz 条 件 的 微分 方程 y = fly), 4A = t/n, n> co 和 


yo 一 y(0)7 时 ,对 所 有 的 0 <2 SoH yr yl), 


我 们 注意 到 在 初 值 w 中 允许 有 误差 , 因为 实际 上 不 能 用 


”有 限 的 精度 来 精确 表示 史 0)。 收 敛 性 使 我 们 确信 ,使 二 很 小 


和 使 用 很 高 的 精确 度 , 能 够 任意 充分 逼近 真 解 . 
稳定 性 水 及 到 由 数值 解 得 来 的 扰动 的 影响 。 


定义 4.3， 单 步 方法 是 稳定 的 ， 如 果 对 于 每 一 个 满足 | 


Lipschitz 条 件 的 微分 方程 ， 存 在 正常 数 各 和 K, AWE 
(4.9) 的 两 个 不 同 的 数值 解 y。 和 Y, 之 差 对 所 有 的 0 <A 
及 均 有 : | 

ly. — Fall < Kllyo — Foll. 

如 下 面 定理 所 指出 的 ， 对 于 单 步 方法 的 稳定 性 ， 几乎 是 自 

. 动 满足 的 。 | 
”定理 4.2.， 如 果 bly, t, AYRE Lipschitz 条 件 L, 则 由 

49 给 出 的 方法 是 稳定 的 : 

证 明 留 下 ,作为 一 个 简单 的 练习 . 

假设 £ 始终 满足 定理 4.1 的 条 件 ,那么 可 以 看 出 ， 对 于 前 
面 讨论 的 所 有 方法 , 当 0 <A <a o 也 满足 这 些 条 件 . 

例如 ,在 中 点 法 则 的 情况 下 ， 


PCY, t, h) 一 -f(y+ 4 ~ fly, t) :+ 4) 
它 关 于 : 和 了 是 连续 的 ， 如 果 上 亦 如 此 ,并 且 
Igy, z h) — bCy* 多 ty h)|| 
= | ra mea) 


-e(r teon 0, +4) | 
<L |y +y D-ro | 
<L ly =y" + LÈIR, D= a, OF 
<L (1+ #4) ly- y*l, 


WFO <A Shy, ORE y WE Lipschitz 条 件 . 同时 注意 ， 
如 果 上 关于 .了 和 + 是 连续 的 , 则 由 关于 如 是 连续 的 ， 在 Euler 
“方法 情况 下 , 史 = EC, 小， 所 以 ,我 们 能 够 证 明 下 述 定理 ,并 


e684 | 


不 意外 . | | 
E43. 如 果 对 于 0 < 5,0 <} 二 加 和 所 有 的 ys 
CY, t, NRF Y, t, AER HARRIMAN y WE Lips- 
chitz 条 件 , 则 收敛 性 的 必要 且 充 分 条 件 如 下 : 
| Ply), 4,0) = f(y), 2), (4.10) 
等 式 (4.10) 称 为 相 容 条 件 。 由 于 通过 适当 的 选取 初 值 , 对 给 
ERI *,y(z) 可 以 取 任 意 值 , (4.10) 将 按 形式 
- bly, t, 0) = fly, £) 

对 任意 y 成 立 . 

证 明 : 令 Ply, t, 0) = gly,z), 

因为 g 满足 定理 4.1 的 条 件 ,微分 方程 

z = g(z, 1), Z= yo (4.11) 

有 唯一 的 可 微 解 我 们 将 证 明 由 (4.9) 给 出 的 数值 解 收敛 到 
il), Ab f = g 是 必要 且 充 分 的 条 件 . SUE 


| Wnt = Vn ADC ns tns A). (4.12) 
利用 中 值 定理 | | | 
zai) = 2°Ct,) + kez, + Oh), t, + on), 

o< <1, 


M (4.2) 减 去 此 式 并 令 e, = yn 一 sz,), 我 们 得 到 
est1 = eh + ALP Yas tas A) — b(2Ct,)> tas AD 
| + b'(ZCtn)s tne A) 一 PCC) ta, 0) 
+ hi(z(t,)s tas 0) 一 gi(z(t, + Oh) st, + Oh)], 
: (4.13) 
如 定理 1.3 ,我 们 可 以 继续 下 去 不 需要 附加 的 假设 ,但 是 ， 
RRS OKT * Al AE Lipschitz 条 件 ， 如 实际 上 将 碰 
到 的 那样 , 则 得 到 下 面 的 估计 : 
ICy,s ts 4) — Bz), t, A < Lily, — z(1,)) = L lje] 
IDCZCEn)a s A) 一 DECE), tas OJI) < Lah 


Mae S 


| {pz ); tns 0) — gi(zCt, + GR), ta + Oh)} | 
= |{ i204.) 54.) 一 Baty + OR), ty + ORD} 
< Liz's, + EGA) |GA + LO < Lah. 


得 到 
lentil] S eal + | 十 RL, + 工 ;) 
= (1 + hL)esl + PCL + La). (4.14) 
这 是 引 理 1.1 类 型 的 差分 方程 . 我 们 有 


esl < Cr: “lea. 


当 4 一 0 和 并 eol 一 0 时 ， ERRATE, 所 以 ， 数值 解 收敛 到 
(4.11) 的 解 ,条 件 gCy, 1) 一 fCy,:) 成 立 的 充分 性 立即 可 得 . 
另 一 方面 ,如 果 收 全 性 成 立 , 则 (4.11) 的 解 z@) 等 同 于 y'(2) = 
fy(z), +) 的 解 yG). FHERR £ M g ERA Yas to) 不 同 ,如 
REM Oas ta) 开始 计算 的 初 值 问题 ,有 | 
y(t.) = FCyCt,), ta) = BCy(ts)s ta) 

.= g(zC¢,), ta) = 2 C4), 


导致 矛盾 ， 
定理 4.3 ”应 用 的 例子 ， 
A. 四 阶 经 典 Runge-Kutta 方法 应 用 到 一 阶 方程 组 一 
f(y). | 
给 定 f 满 足 Lipschitz 条 件 ,页 则 KoCy) 一 AfCy) 满足 
IK.Cy) — Ky < AL lly — y*|, 
) > i 
KCy)— if (y + 二 KeCy) ) 满足 
IK) 一 Kye 
< AL [z= y* +> 1 Ko(y) 一 1 Kiy") 


| 


- | 
EEr ER: RE TE tr pe pt er Mr T ~ 


因此 , (4.13) 最 后 一 行 的 模 不 超过 Li. 把 这 些 代入 《4.13)， 


1 


<AL(1++aL) ly — y*l, 


Ky) = Af (y+ + 一 K.(y)] 满足 


KK) 一 mad 
SAL | y-—y" 十 一 > Ki(y) 一 1K") 


<hL (1 + Ls). +7 GLY lly — yl, 
Al K,Cy) = AfCy + KCy)) 满 足 3 
KC y) 一 K.(y*)|| << AL lly — y* + Ky) 一 Kiy*)| 
<AL (1 +hL + = CALY + 7 (ALY) Ily—y*ll. 
所 以 ， l . 
PCy, t, h) = = (K, + 2K, + 2K, + K3) 
满足 


IBI, t, A) — PCy*, 2, AYN 
<£( +2+AL+2+4L + (LY 


LEAL + SLY + = LY Jy = yi 
= L(1+ Żal tL + 2GLy)Iy—¥'l. 
2 4 


因此 , 儿 满 足 关 于 y 的 Lipschitz RH. BIJAH, CX A EE 
续 的 ,所 以 ,可 以 得 出 方程 组 关于 经 典 四 阶 Runge-Kutta 方法 
收 伍 的 结论 . 
. B. 二 阶 Taylor BRA 法 应 用 于 二 阶 方程 
y” = f(y, y's t), 
其 中 让 1 97， Of/Ot 满足 关于 t, Y Aly’ 的 Lipschitz 条 件 . 


“Te 


he af, 


Yeu = = Ya + hy’, + T Et, 6 dt 3 

， 3 M df , 

oti = Ya thf, 十 一 一 一 4.15 ). 
Ynti Yy f 2: dt C ) 


如 果 向 量 y 是 [y, y], BA 


| ， A k? df, Z aia) 
eb) = ee eee 
Hy, tsh) y ai Bt, 4 2 dt 


GBA DWT +, yA y iy Lipschitz REE ACY, t 0) 一 
Lyns fa]7, 所 以 方法 收敛 (事实 上 ,不 需要 af /de 的 Lipschitz 条 
件 ,只 要 有 异性 即 可 ， 对 于 这 种 情况 ,定理 43 的 证 明 可 以 他 
改 ) 


4.4. (RMF PT 7 


| 定理 4.3 ”给 出 了 收敛 的 条 件 ,但 是 没有 详细 说 明 解 收敛 
的 速度 . 为 了 研究 这 点 ， 我 们 需要 定义 局 部 截断 误差 dv 人， 
” 它 由 下 式 : _ 

dC) = RACI) tes K) — Cyl toes) — IC) (4.16) 
给 出 .因此 , 它 是 使 微分 方程 的 解 未 能 满足 数值 方法 中 应 用 的 
方程 的 一 个 量 .我 们 看 到 , d.(4) BRR AMER HK 
系数 是 解 的 导数 的 多 项 式 ， 利 用 推导 d,(4) 的 Taylor 级 数 展 
开 的 余 项 ， 界 就 可 以 得 到 . 如 果 对 所 有 的 0 和 8 入 加 和 所 有 

的 :以 及 所 考虑 的 yY，、 有 如 下 形式 的 界 : 
Dar (4.17) 

则 可 证 明 全 体 误差 是 > 阶 的 . 这样, 就 说 方法 具有 阶 r. 
定理 4.4。 WEG EE 4:3 的 条 件 ， 而 且 由 《4.16》 
定义 的 d,(A) 满足 (4.17), 那么 误差 有 如 下 的 界 : | 


LÈ _ 1 
ly. 一 y < <Di 十 ely 一 yCro)l]. C4-18) 


证 明 : BRIE eC, = y。 一 了 (ti) HAA C4. 12) 的 两 边 减 去 
° IT2 。 


四 


` 


Yna), 我 们 得 到 


Enti = Yn — VCtn) + LADY tas A) 
— (Ylin) — y(t,))] =e, + ALDCY,, tA) 
— Py) tas DL +h), (4.19) 
所 以 ， | 
lenll + ALTle, || + WD 

=(1+ AL )lle,| + AUD, 
从 引 理 1 1 直接 得 到 (4.18). | 

我 们 看 到 ， 全 体 误差 比 局 部 截断 误差 低 二 阶 ， 

应 用 定理 4.4 的 例子 , 

考虑 等 式 (4.15) 确定 的 方法 。 如 果 y(f) 有 一 连续 的 四 
阶 写 数 ,我 们 可 以 表 不 d.(5) 


|-# YE), E y? E, a| | 
因此 , 对 于 4/ ch, id.) || S PD, HDS mex | y| BR TE 


e+ |< 


比 . 即使 y 的 局 部 截断 误差 为 0C(r), 收敛 的 总 体 速度 也 是 


二 次 的 .在 例子 | 
y” =y, 0)=1, y(0)=1 
#4.1. y” = 二 y 的 积分 

` = esy) e e’ = yl) e 

h ”JAD 一 2.71828 ie yA) 一 2.71828 
1 2.6666667 ”一 0.0$16152 —0.0516 2.5000000 ”一 0.2182818 —0.2183 
$ 26979167 ”一 0.0203652 —0.0815 2.6510417 —0.0672402 —0.2690 
4 = 2,7118655 —0.0064163 —0.1027 2.6997631 —0.0185187 —-0.2963 
$ 2.7164846 —0.0017973 —0.1150 2.7134331 —0.0048487 —0.3103 
ty 27178066 ”一 0.0004752 —0.1217 , 2.7170421  —0,0012398 —0.3174 
gy 27181597 —0.0001222 —0.1251 2.7179684 —0,0003134 。 一 0.3209 
Dr 27182509 ”一 0.0000310 —0.1269 2.7182031 ”一 00000788 ”一 0.3227 


中 ,我 们 可 以 看 到 这 点 ,如 表 4.1 所 示 , 在 上 一 OC!1 上 上 积分， 


h = 2 ”(m = 0,1, 2。'， 


> 6). 


y 和 yy 两 者 的 误差 按 OC 如) 


e736, 


一 


变化 . | 
定理 4.4 还 考虑 到 给 合 人 误差 积累 的 一 误差 界 。 它 是 这 
样 处 理 的 : 在 hp 的 定义 中 ,包含 舍 人 误差 , 使 得 d, A) 的 定 
X (4.16) 包含 爹 人 和 截断 误差 .只 要 能 够 给 出 例如 (4.17) 的 
o Ñ, 定理 44 即 可 应 用 ， 
4.5. 渐 近 误差 的 估计 


-在 Euler 方法 的 情形 ,误差 界 不 是 误差 大 小 的 精确 估计 ， 
一 般 情形 也 是 如 此 . 在 上 一 节 最 后 的 例 中 ,我 们 有 


dD = [=E 9E), © yr) |7. 
利用 最 大 模 ， 对 于 0 和 上 < 委 1, 0< 委 2 委 1， 我 们 得 到 
la 人 < p max YO), 
| | ogter 6 
因为 y(z) = ¢', D = e/6, 


2 
| Ay 4Fk 
ô$ _ 2 6 
Oy; y) 1 LA ° 
2 


| 所 以 , 对 于 4 <1 有 工 一 1+(M2) + CH/6) <2, 
利用 这 些 数字 , 由 (4.18) 给 出 的 误差 界 是 
h? AG ce5 一 1)&1.167%, 


MRLE, y Aly’ 上 的 误差 大 约 渐 近 到 0.1284 FI 0.325 


, 因此 , 界 大 了 三 倍 多 。 在 复杂 的 问题 中 , 界 可 能 更 大 .。 
鉴于 此 ,我 们 再 次 考察 当 % > 0 时 渐 近 形式 的 误差 估计 . 
如 果 我 们 能 够 把 局 部 截断 误差 写成 | 
p(y) t, 4) — Cy + h) — y@)) = d,Ch) 


= Kly, t) + OWY) (4.20) 


. 74., 


Th e a a tp pre e i i a a a p h rarna rpi n a- aA ikia Me Pp we ae e = -t 


a 


LA b FOF 有 连续 的 (> -+ DP PRAIA ,那么 ,由 


被 称 为 主 误差 函数 ,从 定理 4.4, REE OC). FERNS 


求 如 下 形式 的 误差 表示 式 : 
e, = KOC) + OCH), 
为 了 研究 8(z) 项 ,我 们 开始 把 
e, = bh'6, 
代入 (4.19), 得 到 
On = 6, + ATIPICE) + 4, £058)— pyYCE,), tas A)I 
+ hGC y(t, ),t,) + OC). = (4.21) 


如 果 假 设 色 关于 它 的 变量 y As CHE ROR A RE 


续 可 微 并 且 导 数 有 界 (由 二 阶 导数 的 连续 性 推导 出 这 点 ), 我 


们 能 够 瑟 出 : 
Wy) + HBs, tas A) 
= “re Ds tag A) + PCI), tas Aw, 


+= Pp, LICE) + E, fns h)hk’ 6,8, 
其 中 由 EER, HOMES 9%687 内， 是 一 三 阶 张 量 D ,其 分 


量 是 O'y'/dyloyt, 上 且 专 是 一 向 量 ,其 每 一 个 分 量 小 于 ev MM. 
的 分 量 。 因为 已 经 假设 二 阶 导数 有 界 ， 且 已 证 明 (定理 43) 
IS 有 界 , PMA BATS Ka, 其 中 IK BAR. 


AY. FFA HE ee 可 以 将 第 二 项 表示 成 
ICa), tas A)hAÒ, 
== $, Cy(z,), 1 Pns 0)4’ ô, + by C(t.) + Ens & yarn, 


再 利用 二 阶 导数 的 有 界 性 , 最 后 一 项 形 如 Ke, Hh IK 


是 有 界 的 . 最 后 ， 注意 PCy, f, 0) = f(y, t), 所 以 %,Cy, f, 


1) SARK, KEE ER. RIIIE by58 是 一 向 最 ， 其 分 量 是 
人 C9"16y "0y")5164， RENTREE Haaat, 
a 


° 75°) 


-oO me mme yar ea rm e-PRO HCP cai Fr Ri 


0) = £y, 2). fA 4.21), 我 们 得 到 
64, 一 8. + ALEIC) #98, + CICE), tes 
+ AK, + WK,]. | (4.22) 
如 果 把 (4.22) 看 成 解 微分 方程 
SC) = f,CyG), £80) + py), 2), OCO) = = (4.23) 


的 一 个 数值 方法 , 则 方法 的 增 量 满足 定理 4.3 加 条件， A, 
5, 收敛 到 5(z,) 且 满 足 定理 4.4 的 条 件 及 + 一 1 EMER 
中 ,并 有 

D 一 max > I8 CD] + 4i 'maxllK,]] 二 max 区 站， 


对 于 0 入 4 入 如， 因此 ,我 们 证 明了 下 面 的 定理 : 
定理 4.5. 如 果 截 岂 误 差 能 够 表示 成 (4.20) H $ Ae 
续 的 二 阶 导 数 , 则 误差 满足 
e, = h’6Cz,) + Oca"), (4.24) 


其 中 BG) 是 (4.23) 的 解 


这 个 定理 很 少 用 来 作为 直接 估计 误差 的 办 法 ， 因为 计算 

f, 和 $$ 对 大 多 数 方程 和 有 兴趣 的 方法 来 说 是 太 复杂 了 . 然 
而 , 它 常用 于 证 明 间接 的 误差 估计 ,如 外 推 到 极限 那样 。 如 同 
应 用 Euler 方法 于 单个 方程 那样 ,我 们 可 以 用 两 个 不 同 的 步 长 
h M gh 计算 得 到 (8) 的 估计 . 称 这 些 值 为 y,《b) 和 yab). 
H (4.24) 有 

yb) = yb) + KECE) + OoCart), 

| Yas(b) = ICE) + GBI) + OCH) 

或 

800) = 4" 8) — a) 上 + oCh). 


另外 ,我 们 用 
yè) = LO) FI KO) + OCh) 
7 一 .4 


e76. 


能 得 到 /2) 的 较 好 的 近似 值 ， 对 于 4 = 二 应 用 表 4.1, 其 结 
果 在 表 4.2 中 给 出 .现在 有 OCA) 的 收敛 人 性. 
应 用 定理 4.5 的 例子 。 
我 们 再 一 次 考虑 用 于 产生 表 4.1 的 二 阶 Taylor 级 数 广 
法 .我们 有 
d,(4) = #[0, 一 mal + oC), 


` 


于 是 


acy, 1) = fo, -全 | . 


微分 方程 是 7 = y, 我 们 把 它 写作 
y= | | 一 a = f(y, +), 


y 


那么 | | =. 
f, > p 0 | 
”于 是 6(7) .满足 oe | 
1 , 1 0 
ol [rol -| 
CAR E 
é'(z) = -> (2te* + et 一 e‘), ` 
61) = -5 (2te! + e — e*), 
因此 ， | | 
(1) = “34 Ce + IE 0.1286, 
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m4.2. 用 二 阶 Taylor 方法 ,方程 y =y 的 结果 的 外 播 
h yl) Aywall) — rfl B2 REM 
1 2,6666667 2.7083333 一 0.00994850 一 0.0796 
4 2.6979167 2.7165152 —0.00176668 一 0.1131 
} 2.7118655 2.7180242 一 0.00025760 —0.1319 
4 2.7164846 2.7182473 —0,00003455 —0.1415 
Jg -27178066 2.7182774 —0,00000446 —0,1463 
or 2.7181597 27182813 —0.00000057 ~0,1487 
wk 2.7182509 2.7182818 —0,00000007 —0.1498 
rh 2.7182740 | 一 一 | 一 
k yD Syn) — A) TES 误差 /所 
1 2.5000000 2,7013889 —0.01689294 —0.1351 
4 2.6510417 2.7160036 一 0.00227827 —0.1458. 
+ 2.6997631 2.7179898 一 0.00029206 —0.1495 
į 2.7134331 2.718245! 一 0.00003678 一 0.1506 
as 2.7170421 2.7182772 一 0.00000461 —0.1509 
| de 2.7179684 2,7182813 —0,00000058 —0.1510 
d 2.718203) 2,7182818 —0.00000007 —0.1510 
ch 2.182621 一 一 — 
”4.5.1。 由 数值 近似 产生 的 扰动 


a 


它 与 表 4.1 中 的 误差 相当 一 致 . 


ex) = => (Be 一 e)x—0,3245, 


r 


数值 解 y, 可 以 表示 成 zi,), 这 里 z 是 扰动 微分 方程 的 
解 。 做 与 1.3.5 中 类 似 的 分 析 ， 定 义 解 Ct, +T, Yas tn) 的 
局 部 误差 为 
dlr; Yas tn) = CUT; Yna tn) 
= yp, 十 TØY ts T) 一 了 (io F TiYasta)s 
BOz@) 在 [tas tal 上 由 


e 78 。 


z(z, + r) = ms + rTCrsyssis) + Ylin + Tyas ta) 


所 定义 ， 然后 残 差 由 
| rau, +tr)=2z (4, + r) — fCz(z, FESI +r) 


z= R 十 A’ T(t ¥n5 tn) 十 h'c -2-T(r *¥45t,) 。 
hk | at 7 


+ ECIG + T5905 tnd ta + T) 


— f(z(1, +r), ta, +7) (4.25) — 


给 出 ， 对 任何 给 定 的 方法 , 我 们 能 够 估计 rOl 的 界 或 者 得 
到 很 好 的 近似 , 因此 , 对 一 阶 方程 组 的 + 阶 Taylor 级 数 方法 ， 


rti dr! 
d TSY, tn) = — m 
( ° Cr+ 1)! drt 
一 7 YLE:n fn). 


(to;y。， tnd 


同时 
dCr;y,, ta) = Cr 十 ITC: Yn ta) 
r drt 
+ rtr TSY y ban == 一 二 bas no Ën 
ap TC Yes ae Yas ty) 


qt . qe 
Cr+ 1)! art? 


L AEEY ta), 


如 果 Cr + 2) 阶 导数 不 超过 M , TCrsy,, £ DRET, 又 于 的 


Lipschitz 和 数 是 L, REE 
r,,(r-+1) 


_R hya 
ece, +r) aera 
27 十 2 
Cr 十 2)1 


<(LT + M ) at, (4.26) 


yeto 对 计算 出 的 值 y, 的 微分 方程 的 解 来 求 值 , 实际 上 y, 是 


我 们 能 信 计 的 唯一 的 人 如 有 果 把 一 般 的 > r 阶 单 步 方 法 的 局 部 


。79 。 


截断 误差 写成 
h’' bly, t) + hr OCH, y, D, 


且 假 设 全 对 #4 有 连续 的 有 界 导数 ， RAPALA SOLER 和 


JE » 


EO +r) = och), 


RATETA PU RAR RRA, FLD SE MLAS 
结果 ,其 中 少 沿 计算 的 解 在 z0) 和 # RUA. 


4.6. 误 头 界 和 估计 定理 的 一 般 应 用 


定理 4.4 和 4.5 是 用 增 量 函数 如 上 的 条 件 来 叙述 的 ， 这 
些 条 件 包 括 导数 的 存在 性 .连续 性 和 有 界 性 ,以 及 局 部 截断 误 
差 的 渐 近 形式 。 实际 上 ,已 知 关于 微分 方程 下 的 一 些 情况 ,并 
且 必 须 把 它 同 儿 联系 起 来 。 这 一 节 研 究 这 种 关系 , 目的 是 了 
解 给 定 的 方法 所 要 求 的 性 质 , 即 要 求生 有 哪些 足够 的 条 件 . 

首先 注意 ， 甩 然 叙 述 存在 性 定理 4.1 是 利用 y 子 空 间 的 
无 界 区 域 , GRE REINE OS: SMOS hS h A 
“ 界 闭 区 域 上 进行 讨论 ， 因此 , 导数 的 连续 性 对 于 其 有 界 性 是 
”充分 的 .我 们 要 求 f 的 连续 性 条 件 , 它 也 是 有 界 的 . 此 外 ， AB 
设 f 的 一 阶 偏 导数 存在 且 连 续 ,从 微分 方程 有 


~ of , fy 
y=- Fy, N= + Sy, 


由 于 存在 性 定理 , y 存在 且 连 续 , 因此 。y" TELES. 显 
然 ,我 们 可 以 重复 这 个 过 程 并 且 叙 述 如 下 : 。 

如 果 fy, D 关于 它 的 所 有 变量 4 次 连续 可 微 ， 那么 
yD 存在 且 连 续 . 

在 许多 应 用 中 ,fy, +) 在 所 考虑 的 区 域内 是 解析 的 .但 
是 ,有 些 重要 的 应 用 中 导数 也 可 以 间断 。 在 此 种 情形 , 解 在 其 
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4 


导数 上 有 间断 ,这 就 使 定理 44 和 4.5 成 立 而 需要 的 导数 连续 


的 条 件 变 得 没有 意义 . 如 果 连 续 导 数 的 最 高 阶 是 9, 方法 的 阶 
是 + 之 g 一 1 那么 定理 4.4 证 明了 4 一 1 阶 方法 的 收敛 性 , 然 
而 定理 4.5 是 不 可 应 用 的 . 

截断 误差 由 (4.16) 定义 。 如 果 希 望 得 到 形 如 (4. 17) 的 
界 ; 可 以 利用 含有 A 的 余 项 的 Taylor 级 数 将 d,Ch) 展 成 
HERZ. 为 此 , RIER A 有 连续 的 > 阶 和 次 导数 ， 且 了 


是 (r 十 1) 次 连续 可 微 的 . 如 果 希 望 导 出 渐 近 形式 (4.20), 可 


利用 带 有 余 项 上 且 终 止 在 4 的 Taylor 级 数 来 展开 .为 此 , 需 
要 多 对 大 的 连续 (Cr 二 1) 次 导数 和 y 的 连续 Cr + 2) 次 导 
数 , 因 此 ， TAS 

$ly, 2) = 4 Z = [bpy, t) + OCA) lao 


r! Oh ofa A jo r} 1 aay, ‘3 aD 


1 


一 一 二 T atO» t), (4.27) 


(r+1) 0 
利用 这 些 说 明 ， 可 以 考 守 前 几 章 讨 话 的 两 种 闫 型 的 间 步 “ 
方法 。. 


4.6.1. Taylor 级 数 方法 
在 此 种 情形 ,用 
ha 
PCY, t, A) = Ss f(y, z) 


定义 > 阶 方法 . 如 果 上 有 连续 的 > 阶 导数 ,显然 满足 定理 
4.4 的 条 件 ， 其 中 


~ ae Di mall de Lio, Dle 


MRE 是 + + 1 KERTA BARTAS 


> f -æ e 
$y D= iY 


因 + > 1, 少 对 它 的 所 有 变量 二 次 连续 可 微 , 所 以 ,定理 4.5 成 
WZ. 


4.6.2, Runge-Kutta 方法 


” 显 式 Runge-Kutta WEHRKABM f AR, Ast, bd 
同 f 有 相同 的 可 微 次 数 。 如 果 f 是 + 次 连续 可 微 的 ， 则 存在 
D, 使 定理 4.4 成立， 如 果 f 是 + + 1 次 连续 可 微 的 ,那么 , 定 


再 4.5 成 立 。 但 是 ;由 的 求 值 一 般 不 是 简单 的 问题 ， 


在 中 点 法 风 的 情形 ， 可 以 利用 等 式 (4.27) 得 到 


_1 1d 
中 2 OF 2 by, ty h)ico 一 6 da 3 
其 中 ` 加 
i {i A | 
pi = f (y+ > fCy)). 
于 是 有 | 
OF 1g A 
Pa Zhe. to)” 
1 Oy A gs sige 
o 2 Ak? h==0 g fief ft 
”由 此 得 
$= 一 二 L ppp 一 一 一 ifed*. 
与 等 式 (2.11) 相同 . 


隐 式 Runge-Kutta 方法 对 足够 小 的 上 有 同样 的 性 质 ， A 
依赖 于 非 线性 方程 (2.23) 的 解 。 25.278, YA < be By 
“足够 小 时 ,由 方程 (2.26) 给 出 的 逐次 代入 方 法 收 剑 ， 在 这 区 


err Ae SE ST TOT Se = tT, hl SR i m RS a SR ee 
A Ef EE Nara a PP ean re: 


域内 , 像 在 等 式 (2.24) 中 的 代 人 法 一 样 ， 可 以 把 解 写成 4 的 
客 级 数 。 在 几 中 如 的 系数 包含 直到 f 的 + SR, At dg 
是 关于 4 连续 可 微 直到 像 皇 关于 y 和 + 上 可 微 的 同样 的 阶 . 定 
义 由 关于 y 和 :的 关系 的 微分 表明 ,如 果 f 有 连续 的 二 阶 导 

数 , 则 对 于 足够 小 的 h, 上 关于 它 的 所 有 变量 有 连续 的 二 阶 导 
数 ， | 


4.6.3， 对 和 连续 导数 的 要 求 


为 使 定理 44 和 4.5 成 立 ,是 否 需 要 阶 或 + 十 1 阶 的 连 、 
续 导数 ， 这 种 问题 是 否 合理 ” 需 视 情况 而 定 ， 许 多 问题 在 孤 
立 点 上 某 些 导数 有 简单 间断 ， 如 果 这 些 点 永远 不 在 同一 积分 
步 长 内 , 那么 , 间断 可 以 忽略 (但 是 ,如 果 这 些 导数 需要 求 值 ， 
必须 注意 ， 在 间断 点 左边 和 右边 的 区 间 上 积分 时 ， 用 适当 的 


值 )， 另 一 方面 ， 某 些 间 断 不 能 忽略 。 Ay = 2.58, te 


[0, 11,y(0) = 0, X 4.3 列 出 了 应 用 梯形 公式 和 经 典 Runge 
Kutta 方法 的 结果 .它们 分 别 是 二 阶 和 四 阶 的 方法 .我 们 看 到 ， 
Runge-Kutta 的 误差 不 是 oCh‘), 因为 解 的 三 阶 导数 在 t= 0 


不 存在 ， | 
M43. 对 于 + 从 0 到 1, y = 2557? 的 积分 


-梯形 公式 误差 /ha Runge Butta 误差 hh4 误差 /45/3 
1.250000 0.2500  1.00592232 0.00592 0.005922 
1.066942 0.2678 1.00107979 0.01728 0.006108 
1.017545 0.2307 1.00019312 0.04944 0.006180 
1.004531 0.2900 1.00003428 ， 0.14043 0.006206 

- 1.001159 0.2966 1.00000607 ` 0.39778 0.006215 
1.000294 0.3012  1.00000107 1.12568 0.006219 
t.000074 0,3045 1.00000019 3,18462 0.006220 


Se te a om e a | > 


4.1. BEE 


定理 43 到 4.5 semicon a ae KREE 间 的 基 。 


ee 

Ea. < 

ege oo 
. E 了 

下 


础 之 上 的 ， 实 际 上 ,考虑 到 解 的 变化 性 态 , 在 区 | 间 上 要 调整 步 


长 选取 步 长 的 办 法 在 下 一 章 讨论 ， 我 们 要 说 明 这 一 章 的 结 
果 对 变 步 长 也 适用 ,以 此 结束 单 步 方法 基础 理论 的 讨论 . 
定理 讨论 了 收敛 性 作为 上 -> 0 的 一 个 函数 ， 现 在 规定 h 


作为 最 大 步 长 且 假设 存在 一 函数 (站, 对 于 te [0,8] 有 0< | 


AS oe) <S 1 HEM tn Fl tin, 的 步 长 是 
h, = hOCt,), 
O ta = fn E Ra (4.28) 


如果 1 > 0, HFA > Ah > 0, 有 限 步 将 性 盖 区 间 [0, 5]. 
-然后 可 以 证 明 , 定 理 4.3 和 4.4 仍然 正确 ,而 定理 4.5 用 


8'(2) = 2 a) + ODRI) C4-29) 


”定义 推广 的 渐 近 误差 进行 修改 . 


定理 4.3 的 证 明 : 


O 在 以 前 的 证 明 中 ，“ 必须 用 0+。 代替， 这样， 方程 


(4.14) 改写 成 
lenll < C1 + OCz,)AL ) le,l + OCe, ACL, 十 La). (4.30) 


| 因为 |8(1,)| <1, 最 后 一 项 可 以 不 超过 kh). 我 们 现在 
“证明, 如 果 lel = 0, ABA, 由 (4.30) 推出 


T [1 + ALOCG)IC Lleol] + kk) 一 kh 


enl] < 22 sty 


L 


”对 于 20, SERRO., BETE IAEZR lel. M 


(4.30) 得 到 | 
leonl <(1 + ÒC AL) 


Tl [1 + OG ALC Llley|| + 4) — kh 


一 一 一 一 全 h*(t, 
| . - kB ty) 


+» 84 « 


ro 


— 


Tl [1 + 6C1,)AL IC Lleol] + kA) — kh 


L- l 
这 证 明了 (4.31) 对 所 有 * 真确 .最 后 后 ,我 们 注意 1 + OC, aL 
| < pOL, 有 


Se L | 
Il (1+6Cz,)4L) < ee 
因此 ， 象 在 前 面 的 证 明 一 样 ， 数值 解 收敛 到 (4) 且 结论 随 之 
而 得 . 
定理 4.4 的 证 明 : 
我 们 再 从 


je < lenll + OAL) + OG, KED 
继续 证 明 。 通过 直接 模拟 (4.31) 得 到 ， 


el< T [1 + ALO(t;)]C Lleol] + Dr) 一 Dh 
Cy 


L 
1 


obL — 
< Dh’ 
L 


定理 4.5 的 证 明 : | 
方程 (4.22) 之 前 仿照 前 面 的 证 明 ,而 (4.22) 则 为 

8.41 = 8, + Ot, ALE, CYC), tn bn + OC, RICta)s t) 

+ O(t, hK, + OG, YAK, I. : l 

这 可 以 看 成 是 对 于 满足 定理 .4.3 和 4.4 的 要 求解 微分 方程 | 

(4.29) 的 变 步 长 Euler 方法 (对 于 变 步 长 ， BAE), 结果 立 

即 可 得 . 


+ etle]. 


问 题 
1。 证 明 : 如 果 fy) 对 它 的 每 个 变量 分 别 满足 Lipschitz 条 件 , 那么 ， 


e85. 


rr pi EE: a ARN g E ERRO NE R re = ~- 


+ 一 - 
i T z 7 
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对 任何 一 种 模 , 有 
f(y) — fly*)||<Lly — yti. 
反之 亦 然 . 


证 明 : 如 果 # 关于 风纪 和 + 满足 Lipschitz 条 件 ， 又 LRT yyy 


和 : 仅仅 是 连续 的 , 则 由 等 式 (4.15) 所 定义 的 方法 收敛 。 


. 采用 Heun 方法 , 应 用 定理 4.3,4.4 和 4.5 于 微分 方程 


y = —2y +z + ef, | 
g = 3y, 
y(0) =1.5, z(0) = —0.25, 


所 你 的 结果 同 所 计算 的 在 $= 1 的 结果 进行 比较 ， 对 于 有 = 2 


(m = 0, 1,.**, 6). 
如 果 y 的 误差 小 于 107, 使 用 二 阶 Taylor 级 数 方法 * 在 区 间 z€ 
[0,1] 上 积分 
y “一 外 十 27y 一 cf 

(0) = y'(0) = 2， 
该 用 多 大 的 固定 步 长 ?对 于 这 个 步 长 , ” 的 误差 近似 于 多 少 ? 
证 明 4.6 第 二 段 的 命题 在 有 界 闭 区 域 上 的 正确 性 〈 可 以 假设 存在 
性 定理 真确 且 Lipschitz 常数 存在 ;证明 存在 一 个 包含 微分 方程 的 
解 且 对 于 0<h<h 包含 计算 的 所 有 近似 值 的 有 限 区 域 是 必要 的 ). 
证 明 : 如 果 f 二 阶 连续 可 微 ,又 充分 小 , 隐 式 Runge-Kutta 方法 
MK RE y, 和 :有 连续 的 二 阶 导数 。 | 


. 各 果 步 长 的 最 好 选取 是 使 得 局 部 截断 误差 的 大 小 是 步 长 的 常数 
O 倍 , 则 对 于 微分 方程 | 


y = (e~! + sin £ — y) + cost, y(0) =1, 


利用 中 点 法 则 ， 应 该 使 用 什么 样 的 函数 6(?) 来 给 出 变 步 长 ?在 这 


些 条 件 下 ,误差 的 渐 近 形式 如 何 ? 
说 明 表 4.3 最 后 一 列 的 性 质 。 


5， 步 长 和 阶 的 选取 


我 们 已 经 讨论 了 各 种 不 同类 型 和 阶 的 单 步 方法 ， 对 一 个 
特殊 问题 ,在 选取 求解 的 方法 时 ,必须 在 不 同类 型 的 方法 中 选 


取 ， 然 后 选取 方法 的 阶 和 步 长 。 这 些 参数 的 任何 一 个 在 整个 


积分 中 保持 常数 或 者 按照 问题 的 性 质 而 变化 .假如 一 参数 应 


该 变化 , 它 可 以 用 程序 自动 地 选取 或 者 在 积分 之 前 就 指定 (如 
“ 果 一 方程 要 积分 许多 次 ， 仅 仅 初始 数据 和 终结 条 件 有 小 的 改 


变 , 指 定 参数 的 办 法 也 许 是 有 用 的 ). 这 一 章 , 我 们 将 讨论 步 长 
和 阶 的 选取 ,方法 的 选取 将 在 其 它 各 类 方法 讨论 之 后 再 讨论 ， 

做 这 种 分 析 的 人 的 目的 必须 是 用 最 小 的 工作 量 一 一 人 工 
和 计算 机 的 工作 量 ， 来 达到 接近 于 所 要 求 的 目标 ， 我 们 将 仅 
仅 研究 使 数值 计算 工作 达到 最 小 的 问题 ， 但 是 决 不 能 忘记 为 
了 节省 几 秒 钟 机 器 时 间 而 大 量 耗费 人 力 是 不 经 济 的 ， 以 及 一 
个 小 的 有 良好 人 性质 的 问题 应 该 用 最 易 采 用 和 可 靠 的 程序 来 积 
分 .. 所 要 求 的 目标 将 取 成 在 区 间 的 终点 的 误差 不 超过 指定 的 


”容许 误差 的 条 件 下 求 问题 的 解 。 我 们 称 它 为 终点 问题 ， 在 某 


些 间 题 中 ， 需 要 在 一 些 点 上 得 到 解 。 这 些 间 题 可 以 处 理 成 一 
系列 终点 问题 . 

在 很 少 的 一 类 问题 中 ， 保证 误差 以 某 个 数 为 界 是 可 能 的 ， 
它们 是 这 样 的 问题 , 即 关 于 误差 中 出 现 的 导数 ,我 们 能 够 得 到 
适当 的 事先 估计 并 且 能 够 估计 Lipschitz 常数 的 界 。 但 是 ,一 


般 说 来 ， 我 们 仅仅 能 够 希望 远 近 误差 和 尽量 去 减 小 这 酒 近 的 。 


工作 .有 两 个 有 待 研 究 的 问题 ， 即 选取 最 优 的 步 长 和 阶 的 配 


合 以 及 佑 计 出 现 避 送 公 式 中 的 导数 (根据 所 计算 的 结果 ). 我 
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全 将 外 及 在 求解 对 估计 这 些 量 的 技术 。 因 为 这 些 技 术 在 自动 
积分 中 是 需要 的 . 

这 本 书 不 研究 的 另外 一 个 方面 ， 是 对 给 出 的 解 的 误差 估 
计 或 界 的 后 天 计算 .在 积分 时 通过 计算 (4.18) Be 4.24) 的 办 
法 能 够 做 到 这 点 ， 前 者 需要 一 计算 过 程 来 得 到 一 些 偏 导数 的 


最 大 值 . 为 此 ,函数 了 必须 是 代数 上 已 知 的 。 后 者 要 求 积分 二 “ 


.倍数 目的 方程 .但 是 , 当 原 来 的 微分 方程 在 很 高 的 精度 下 积分 
时 ,(4.23) 有 时 只 要 在 低 精度 内 求解 ,目的 是 检验 误差 是 否 出 
， 现 迅速 增长 。 另 一 个 得 到 严格 误差 界 的 办 法 是 区 间 分 析 法 
在 这 个 办 法 中 ,构造 一 个 区 闻 , 保 证 它们 包含 解 。 它 要 求 用 一 
区 间 函 数 FCY, T) 代替 函数 fCy, 1), EBE yM: ER 
、 YAIT Hh, 则 函数 fCy, 2) ERM FY, Th, 找到 这 样 一 
”个 区 间 函 数 常常 不 是 简单 的 事情 ， 并 且 这 种 方法 经 常 产生 很 


”“ 坏 的 误差 界 《 即 大 区 间 ). 因此 , 它 通 常 仅 对 很 小 一 失 问 题 适 


Re 


5.1. 阶 的 选取 


假设 我 们 希望 在 固定 的 范围 [0,b1 上 用 固定 阶 的 方法 积 
分 一 问题 。 更 进一步 ,假设 在 全 部 方法 中 有 一 些 方法 ,它们 的 
阶 为 > 一 1，2,……，, 并 且 预 先 利用 太 和 6.(5) 告 诉 每 个 方法 的 
PREREAR., MIN ME, MM MIRE MAERT 


EE = 4O(t,) | (5.1) — 
ËR ha 则 对 于 给 A 定 的 误差 范围 来 说 ， 计算 的 工作 量 最 小 . 从 
定理 4.5 对 于 灾 步 长 的 失 广 有 
= 8,( ty AL + OL Ait), | (5.2) 


其 中 8,C zy) (4.29) 的 解 , hh 的 大 小 显然 依赖 于 允许 的 误差 


2) WL Moore (1966), p. 90, 


e 8B e 


EE, MEER 6(z) 与 无 关 [下 一 节 将 指出 ,这 真确 到 
OCh)], ÉE (5.2) 中 忽略 OCA) 项 并 利用 
E > |ley||&|l8,Cen)|]47,° (5.3) 

上 式 看 作 是 决定 h 的 方程 . | 

我 们 的 目的 是 确定 最 佳 阶 的 方法 。 假 设 在 * 阶 方法 中 每 
步 工 作 量 是 下 (通常 必须 计算 导数 f 的 次 数 ,因此 对 于 Runge- -~ 
Kutta FE k, = r, r < 4.), 则 在 区 间 [0,5] 上 , 整个 工作 量 
是 Nk, HP iy = b, PANE O ( 7 站 .因此 整个 工作 量 WW， 


近似 等 于 L,/h,, 其 中 L, 对 所 给 定 的 问题 是 常数 .图 5.1 画 出 
了 不 同 阶 方法 (5.3) 的 误差 jex|| 相对 于 工作 量 的 倒数 w= 
h,/ L, 的 曲线 .曲线 相互 交 义 的 点 依赖 于 18,Cey | OL, 它们 
随 方 程 不 同 而 改变 。 但 是 在 图 51 中 我 们 能 够 看 到 两 个 重要 


1) 证 明 如 下 : it AT te 之 一 , 定义 na(t, A) 是 使 用 (3.1) 的 法 则 从 
0 到 达 + 需要 的 步 数 .! 规 定 nV, A) 在 两 节点 之 间 是 线性 的 ,从 (5.1) 有 
mtg + O,(tg)h,, h,) = nt, A= 4+1= nt A) +1 


或 | 
n(tg + O,(tq)h,, h) — (tq, hr) _- 1 
h,O,(tq) (zt 
因此 


On 1 
EM 
其 中 ta 使 得 t: E (tg, tear). 于 是 


_ b ôn _ b at 
N= nb, hy) E | Or (z, h, )dt = | h,0,(1a) 


— 1 1¢(°f 1 1 )- 
katy GG) TA tg f E T Ty} at 
在 0, 有 连续 一 阶 导 数 且 不 等 于 零 , 同时 以 仿 为 下 界 的 假设 下 , 最 后 一 项 


的 界 如 下 : | 
1 f? max|@’ |max|2q— #1 , ` max|6"| ， . a 
i R,Jo 人 A? Ae 
因此 
1 b . 
N = |) Oey Z 二 0(1) = 3 4,0, (5.4) 


的 特性 , 即 对 充分 小 的 lew], Wet 的 最 大 值 (由 是 最 佳 值 ) 将 


出 现在 最 高 阶 方法 中 .同样 ,对 lew|| 充分 大 的 值 , 最 佳 We 
将 出 现在 一 1， 后 面 这 种 特性 可 以 改变 ,因为 对 于 充分 大 的 
加 在 (5.2) 中 忽略 OCA) 项 不 合理 。 但 是 ,实际 问题 的 经 验 


指出 , 低 精 度 问 题 最 好 用 低 阶 方法 来 处 理 


图 5.1. 各 种 不 同 阶 的 方法 误差 对 工作 量 的 倒数 关系 


图 5.1 还 可 用 来 消除 某 些 通常 的 偏见 , 例如 ,对 于 给 定 的 
步 长 (或 W>'), 并 不 是 阶 愈 高 的 方法 得 到 的 精度 愈 高 ， 图 中 
说 明 ,得 到 误差 E 的 最 经 济 的 方法 是 一 阶 方法 ,而 得 到 Es 是 
用 二 阶 方法 ,得 到 B, 是 用 四 阶 方法 . 

我 们 假设 阶 在 整个 区 间 保 持 常数 ， 若 情况 不 是 这 样 ， 则 


”对 阶 是 常数 的 任何 子 区 间 , 进 行 同样 的 考虑 ,直到 子 区 间 仅 需 


积分 一 步 为 止 ， 由 此 我 们 可 以 看 到 ， 使 用 每 单位 步 长 给 出 最 
小 工作 量 的 阶 方法 是 较 好 的 选取 。 这 个 结论 依赖 于 给 定 步 上 
较 小 误差 所 给 出 的 解 的 较 小 误差 的 假设 。 如 果 因 为 截断 误差 
符号 的 改变 使 后 来 的 误差 抵消 了 前 面 的 误差 ， 这 个 结论 也 可 
以 不 真确 . 


。90 。 


= 4 


为 了 研究 每 一 步 阶 的 选取 , 我 们 从 (4.19) 开始 ,假设 对 
所 有 n, |le,|| SE HH E 一 0 时 定义 TH, 4) A d,Ch)/h, 
使 得 T] = oCE). RIZR o 具有 连续 而 有 界 的 
二 阶 导数 ,于 是 有 
enti = En + hsp Ts), tas Oe, 
+ Tha, to) ] + OCE*h, + Ek). E 
因为 PCy, 2, 0) = fly, 1) FA An = 46G,) 委 所以, 这 是 
应 用 Euler 方法 求 得 方程 
et) = fel) 十 了 (500 t), e(0) 一 0 6.5) ; 
的 解 , 它 具 有 附加 误差 0CE? + Eh). ANZ Euer 解 中 误差 
是 olhe” Ol) = OCRE), Prue, = elt) + OCE’ + hE), 
(5.5) 的 解 由 
e(z) = | G(r, t)TCO@A, var (5.6) . 
给 出 ， R G(t, 1) 是 一 矩阵 , 满足 (5.5) 的 齐 次 式 , 即 
| 2 2G Cr, t) = f,GCr, t), Glryt r) = I, (5.7) 


HRC5O,AMT CK. mR Gr, 1) A TOC), r) 的 所 


- 有 分 量 在 整个 区 间 有 相同 的 符号 ， 则 减少 工 的 方法 的 阶 将 减 。 


少 整 个 误差 ey). 
将 (5.6) 改写 成 


ein) = S5 (ale, TO, rar 
= 5, GCtns ITC hs ta )hOCt,) + OCEA) 


= x G(,, ty)d 0t, Yh) + O(Eh) (5.8) 


也 是 有 用 的 . 从 这 里 我 人 ] 看 到 , GC,, tv) 是 当 积 分 进行 到 tn 
时 第 > 步 产生 的 误差 的 放大 系数 。 
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5.2. 步 长 的 选取 | 
前 面 已 经 假设 给 出 了 步 长 函数 6G)， 现 在 假设 知道 了 区 
间 每 一 点 供 使 用 的 最 好 的 阶 . 当 已 知 OC) ki, TOGOA, 2) 是 
知道 的 ， 我 们 希望 使 工作 量 达到 极 小 ,条 件 是 llexjl 不 超过 E. 
假设 在 点 * 对 于 所 使 用 的 步 长 的 每 步 工作 量 是 O, E 
(5.4) 到 每 一 个 有 固定 阶 的 子 区 间 , 整 个 工作 量 为 


kG) o 
-二 | US at + OCA), 69) 
从 (5.6) | | 
o exl = | IEG DITOR, Dlr, 
因此 在 服从 边 条 件 


= (lec, BINTCeCe)A, dlar (5.10) 


的 要 求 下 极 小 化 (5.9) [在 被 积 函数 具有 不 变 符号 的 单个 方 


程 情 况 下 ,不 需要 模 并 且 确 信 得 到 了 真正 的 极 小 值 ). 


的 解 由 | | 
lee 5 2 [TODA D = te (5.11) | 
给 出 . 


1) RIE BR 一 函数 BCz) 极 小 化 (5.9》， 因此 ， FARAN 0()= 
ent) + EC) 在 8 一 0 将 有 极 小 值 .因而 


TE = cy n(t)dt = = 0, (5.12) 
好 2 f 
但 是 (5. 10) 必 ANTEN ess0 成 立 ， sw nt) 必须 使 得 
O= 4 2 Tef IGG, DI ITECA, lrc)ar. (5.13) 


展 如 一 个 被 可 十 数 是 另 MIRNI, 对 于 任何 满足 (3.13) 的 nG), 


(5.13) 将 推出 (5.12). 这 给 出 方程 (5.11)、 更 一 般 的 讨论 可 在 Courant | 


(1950) pp. 188 和 498 中 找到 ， 
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应 用 变 分 法 和 Lagrange 待定 系数 "的 标准 技术 ,这 个 问题 | 


-4 


带 因子 的 截断 误差 将 用 它 的 Taylor 级 数 展开 式 中 第 一 个 


没有 抵消 的 项 来 近似 ,所 以 ,有 


= |TCOh, £l] = POKOP, tH OC), 


其 中 x(#) 是 在 点 z 所 用 的 阶 ， 因 此 , GIDE 


$6 ol Gs, bley #)|] = ae 


或 | | 
EORI 全 (5.14) 


由 (5.8) 得到: 489 步 误差 对 于 区 间 端 点 误差 的 影响 等 于 “、 


bak/ 时 ,得 到 了 满足 (5.107 并 使 工作 量 达 到 极 小 的 步 长 的 
选取 ， 常 数 ) 必须 满足 (5.10)。 
对 于 阶 轿 定 在 + 的 方法 , 由 (5.14) 推出 
rei = mr 1 . 
MoT 
如 果 9 已 正则 化 ,使 其 最 大 值 是 1, 则 可 看 到 : 6 与 所 要 来 的 。 


RZA EELDAN, E 由 调整 得到. 


ARG, 这 个 选取 9 和? 的 规定 是 不 实际 的 ， 因为 函数 | 
GU, 5) 通常 不 是 预先 知道 的 。 直 到 积分 完成 之 前 ,不 可 能 计 
算 误 差 在 积分 区 间 的 末端 将 有 何 种 影响 ， 下 一 节 讨论 某 些 实 
际 办 法 ,它们 也 没有 给 出 最 优 方 法 ,而 是 想 克 服 这 个 缺点 . 首 
先 , 我 们 应 用 这 些 结果 于 某 些 例 于 . 


例 1 


y = f(s), 
AA f ART y, CC,t) = 1, BA, (5.14) 要 求 
TCO] Ea BAO), (5,15) 


ke) 依赖 于 阶 re). WEH r< 4 的 Runge-Kutta 方法 , 那 四 
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4ZkO= rA. 因此, 最 好 的 策略 是 在 每 一 步 产生 大 小 相同 
的 误差 ,并 且 一 步 一 步 地 选取 阶 ,使 每 单位 步 的 工作 量 尽 可 能 
小 . | 
例 2. 
y = 327, 
这 是 例 1 的 特殊 情形 .假设 考虑 梯形 公式 或 Euler 公式 (r 一 2 
或 1) ,工作 量 在 两 方法 中 是 一 样 的 , 故 取 RG) 1, 对 于 Euer 
方法 , 由 (5.15) 得 到 
(\dCOCz) 4) = 326°(2) = Ah, 
而 对 于 梯形 公式 , 则 为 
| aCeCe)A)|| = + TO = 2 


因为 工作 量 与 Sdz/0 REH, 我 们 希望 全 6 达到 极 大 值 ， 所 


0 
Shi)” LR. | 7 


且 依 其 相应 项 是 最 大 来 选取 Euler 公式 或 者 梯形 公式 . 我 们 、 
可 以 取 h = 1, 因为 它 对 于 6 仅仅 是 一 个 比例 只 .因此 ,对 于 
O ES hh, RR G= 2/27, MRH Euler 公式 .对 于 更 大 的 , 梯 
| 形 公式 是 要 好 的 . 在 区 间 La, b] 上 全 体 误差 近似 等 于 


| 30 ZOM 


2¢6%? — oy [2 一 WR b < to, 


2e — m | +AA MRa < bs 
o (C a)” O Raka 
其 中 6CGD) = [2] 。 如 果 允 许 误差 大 , 则 可 使 用 大 的 4。 所 
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以 ,如 很 大 而 且 Euler 方法 效果 好 . MRR, 1 必须 减 小 ， 
从 而 在 区 间 端 反 近 处 使 用 梯形 公式 是 有 利 的 . 为 了 得 到 足够 
小 的 误差 ， 在 整个 区 间 上 应 使 用 梯形 公式 . | 

在 这 个 简单 的 例子 中 ,也 可 以 看 出 ,选取 来 得 到 一 个 特 
别 的 误差 界 , 也 不 是 很 简单 的 。 
例 3. 

y = ay, y(0)=1, 
对 于 这 个 问题 , GCr, 4) = e, PTE, M (5.14) nee 


” 取 0(z) 使 得 


eet COC 44 ~ Seen. 


如 果 使 用 不 变 的 阶 ， 则 右 端 是 常量 ,从 而 误差 zw 应 与 解 ”成 
正比 。 因 此 ， 不 变 的 相对 误差 是 最 好 的 办 法 ， 


5.3. 误 闲 的 实际 控制 


前面 两 节 利用 渐 近 近 似 规定 了 阶 和 步 长 的 最 优 园 取 ， 但 
是 我 们 看 到 这 些 规定 是 不 太 实 用 的 .在 典型 的 问题 中 ， 是 积 
分 一 组 方程 ,在 最 后 结果 里 产生 准确 的 给 定数 目的 有 效 数字 . 


关于 G(r, 1) ES 6f/6y, 在 开始 时 是 不 知道 的 . 


为 了 把 问题 简化 , 我 们 假设 CC, Dl <1, 使 得 误差 不 
BK. 那么 ， 全 体 误 差 是 以 每 一 步 误 差 的 和 为 界 的 . 对 于 这 
个 界 的 最 优 解 是 置 这 些 误差 为 AR@)/r). 如 果 4 的 一 个 值 
已 知 ,每 一 步 均 可 用 这 个 公式 选取 ， 使 得 当 到 达 积 分 区 间 末 端 
时 ， 可 用 最 优 的 途径 达到 所 产生 的 误差 界 ， 但 是 ， 这 不 是 我 “ 


们 所 需要 的 . 我 们 的 问题 是 既 不 知道 后 面 诸 步 将 取 什么 样 的 


rbz) 值 ,也 不 知道 使 用 多 少 步 数 ,何况 由 这 些 来 决定 1 o 
rG) 的 问题 可 假设 O = rO 来 处 理 . 对 于 许多 方法 。 o 
这 是 一 个 合适 的 近似 。 现在 必须 在 每 一 步 给 出 误差 BR 二 


oo 


aga 


我 们 仍 将 利用 KO 的 最 好 近似 来 选取 每 单位 步 长 ,给 出 最 小 
工作 量 的 阶 。 按 这 个 规定 ,全 体 误差 是 NMN 仍然 是 未 知 
的 . 这 个 问题 的 解决 办 法 是 控制 在 每 一 步 中 的 误差 小 于 440, 


”这 就 是 使 每 单位 步 长 的 误差 不 变 ， 而 每 单位 步 的 工作 量 达到 


wih. RE ,在 长 度 为 六 的 区 间 上 ，, 全 体 误 差 是 12。 因此 ,4 
可 取 为 B/2。 这 样 得 到 的 选取 不 是 最 优 的 ,但 差别 不 太 大 : 且 
得 到 一 个 误差 大 小 合理 的 答案 . [我 们 必须 记 住 ,与 OCEA 
EX) 相同 的 项 在 误差 推导 中 被 忽略 , 所 以 ， 推导 将 不 保证 所 
要 求 的 精度 .] 

” 如果 GC, t) 不 是 不 变 的 又 如 何 呢 ? 一 般 地 说 ， ect 
论 ,但 是 对 于 相当 大 的 一 失 问 题 ， 我 们 阅 明 一 个 类 似 于 上 面 方 : 


”法 的 技术 。 考 虑 形 如 


y = Ay + eO | (5.17) 
的 线性 方程 。 我 们 有 
Gr, zi) 一 expat —t)} 
的 解 是 | 
ya = | Clr, e(r)dr + GCO, 1)yC0). (5.18) 


如 果 g 和 G 的 分 量 有 少量 相互 抵消 且 yC) 使 得 y(z) FAM 
”于 第 二 项 的 变化 ， 我 们 可 以 应 用 这 个 解 来 控制 误差 .这 就 是 
在 每 一 步 使 误差 等 于 EWY. 在 5.2 中 曾 指出 ， 误 差 

应 使 得 它们 对 最 后 误差 的 影响 相等 ， 因 此 lle, tw)d(90X 
(2, Al] = GCtass indda OC n All RAA 

GLa, c) = Gla, b)GCb, c) = GCh, ¢)G(a, b), 
所 以 ,我 们 可 改 而 要 求 

WCCtas tar)a COC tn ADI] = datn A (5.19) 


O RREZ n 步 产生 的 误差 对 ”十 1 步 全 体 误 差 的 影响 和 第 


a 十 1 步 产 生 的 误差 同样 大 小 ,根据 假设 , (5.18) H yG) 的 
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性 质 类 似 于 最 后 一 项 ， 我 们 看 到 

[Gz,, tar lS NICen MIYE iH. 
因此 , 如 果 使 截断 误差 与 IYO 成 正比 ，(5.19) 就 近似 地 被 
满足 。 通过 引入 的 附加 因子 E490/6b, 将 有 一 个 相对 于 最 后 答 
案 的 近似 等 于 互 的 全 体 误差 ， 因此， 如 果 E 是 10+, 则 希望 
得 到 名 位 有 效 数字 。 通过 代 人 (5.8) 得 到 


le < 3 loc, ol FROCA, y a? + OCEA) 


= S GG by) EG.) 


«> POA — 人 CO， 


必须 强调 ,这 些 是 很 粗粮 的 近似 且 没 有 给 出 任何 精度 的 保证 ， 
购 造 一 个 实际 误差 比 E 任意 小 或 者 大 的 例子 是 简单 的 事情 . 
例如 考虑 “ 
y =My— e) + e, (0) = i, 
它 有 解 y 一 e, 因此 误差 将 相对 于 et RE AAT G(r, 2) = 
Ao 县 误差 应 相对 于 它 来 控制 。 如 果 1 O, PAK tw 实 
际 误差 将 比 E 大 得 多 ;反之 ,如 果 1 二 0, 误差 是 小 的 。 - 


54, 局 部 裁 断 误 状 的 估计 


对 于 步 长 和 阶 控制 所 得 到 的 准则 假设 了 局 部 截断 误差 大 
小 的 知识 .在 一 通用 的 程序 中 ， 只 秆 要 根据 数值 解 的 知识 估 
计 局 部 截断 误差 , 且 应 用 这 些 信息 来 控制 步 长 和 阶 的 选取 ,如 
果 应 用 Taylor 级 数 方法 ,为 了 决定 用 哪 一 阶 , 可 能 要 计算 几 个 
高 一 阶 的 导数 (但 是 ,注意 所 考虑 的 最 高 阶 方法 的 工作 量 在 计 ， 
算 这 些 导数 时 已 经 完成 )，Taylor 级 数 方法 通常 是 不 实用 的 ， 


| 实用 的 是 Runge-Kuuta 方法 。 它 们 的 误差 项 包含 了 的 偏 导数 。 “ 
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的 组 合 ,计算 这 些 偏 导数 是 不 实际 的 .然而 ,关于 Runge-Kutta 
DENR ERMENEK ENER. 


5.4,1， 步 数 加 倍 


这 个 技术 对 所 有 方法 均 适用 ,而 通常 仅 限于 Runge-Kutta 
方法 ， 因 为 对 于 其 他 方法 有 更 好 的 办 法 .每 个 长 为 的 基本 
步 做 两 次 ,一 次 是 步 长 为 h/2 的 两 步 和 一 次 步 长 为 4 的 一 步 ， 
因为 误差 形 如 WHEY, 1) 十 DG)， 可 比较 这 两 个 结果 来 


估计 lel. 如 果 步 长 为 二 的 结 打 是 yo 而 步 长 为 & 2 的 两 步 


结果 是 Yis 则 有 
ly — yll = atl 一 2714) || + OCA"), 
这 个 仅 可 用 来 估计 正在 使 用 的 某 阶 方法 的 误差 . 对 于 选取 


Runge-Kutta 方法 的 阶 ,没有 普遍 有 效 的 技术 ， 


100 页 上 的 程序 ,是 一 个 典型 的 Runge-Kutta 子 程序 ,每 次 
进行 二 重 步 积分 , 计算 每 一 个 分 量 上 的 误差 且 被 YM AX(I》 
除 .开始 时 可 安排 某 些 分 量 较 之 其 他 分 量 有 更 大 的 权 , 修 正 后 


”就 包含 至 今 已 被 计算 的 VOHRA. 最 坏 的 情况 是 带 比 


例 的 误差 被 限制 小 于 一 个 输入 参数 BEP5， 讨 算 下 一步 的 4 


值 ， 使 它 近似 等 于 下 一 步 带 比例 误差 EPS 所 需要 的 大 小 . 在 


语句 标号 6 下面 的 语句 中 ， 因子 0.99 的 作用 是 保持 互 稍 小 ， 
以 便 如 果 下 一 步 的 截断 误差 稍 大 ,所 推荐 的 喜 也 足够 小 。 

.如 果 带 比例 的 误差 比 EPS 大 , 此 步 舍弃 ， 且 用 新 推荐 的 
PEHE, BA HS HMIN 为 条 件 (HMIN 是 子 程序 参 
数 )。 这 个 子 程序 近似 地 保持 相对 误差 在 最 大 模 中 不 变 。 如 
果 使 误差 与 4E 成 正比 , 则 所 有 引用 的 EPS 应 该 用 H*EPS 代 


” 替 , 且 在 语句 标号 为 6 的 语句 后 面 的 语句 中 指数 一 0.2 改 为 
”一 0.25. 


对 不 同 的 相对 误差 E, MA yO) = 1 Bt = 20 积 分 y 一 


. 98 。 


e 


y, 结果 在 表 5.1 中 列 中 。 BEPS 取 成 10-t, 同时 YM AXCZ) 
ee 步 之 前 定 为 Y(1)， 在 图 5.2 中 画册 t = 20 的 实际 相 
对 误差 对 函数 求 值 的 曲线 ， 


a 


% 5.1 四 阶 Runge-Kutta 方法 的 结果 


BAX O O 
相对 误差 计 值 数目 Be 


k 

3 0.67500D-02 _ 187 7 

4 0.21449D-02 _ 286 26 | 

5 0.38661D-03 40 - 4 N 
6 0.62225D-04 704 64 

7 0,98484D-05 1100 . 100 

3 0,15670D-05 1738 158 

9 0.24796D-06 2728 248 

10 0,39216D-07 4367 397 _ 

l! 0.62065D-08 . -6798 618 


ERRER 
8 


A 
: 
i 


0 tor! 10° 10°3 10" 
相对 误差 一 


图 3.2、 四 阶 Runge-Kutta 方法 的 结果 
e 99 8 


FORTRAN 程序 


SUBROUTINE OIF SUE (Ty ¥ oDY 9H HMIN, EPS ¢YMAX, ERROR KFLAGS | 
1 JSTART) 
IMPLICIT REAL #8 (A-H,0-2) 
CEE 65009 068 4008 0250054556890040 48S 590SS 5548S ETE EEN EEEESEEEOEEE SEES OE 


Ce THE PARAMETERS TO THIS INTEGRATION SUBROUTINE HAVE * 
ca THE FOLLOWING MEANINGS... = 
ce THE NUMBER OF FIRST ORDER DIFFERENTIAL EQUATIONS + 
‘Cs 7 THE INDEPENDENT VARIABLE s 
ca Y THE DEPENDENT VARIABLES, UP TO 10 ARE ALLOWED. x 
ca -DY AN ARRAY OF 10 LOCATIONS WHICH WILL CONTAIN THE s 
c* VALUES OF THE DERIVATIVES AT THE START OF THE INTERVAL .* 
ca H THE STEP SIZE THAT SHOULD BE ATTEMPTED. IT MAY BE +. 
c* ENCREASED OR DECREASED BY THE SUBROUTINE. * 
ce HMIN THE MINIMUM STEP SIZE THAT SHOULO BE ALLOWED ON ‘THIS + 
tct STEP. * 
c% EPS THE ERROA TEST CONSTANT. THE ESTIMATED ERRORS ARE a 
ce REQUIRED TO BE LESS THAN ẸPSSYMAX IN EACH COMPONENT, * 
c> IF YMAX IS ORIGINALLY SET TO +1 IN EACH COMPONENT, * 
Ca THE ERROR TEST WILL BE RELATIVE FOR THOSE COMPBNENTS = 
ct GREATER THAN 1 AND ABSOLUTE FOR THE OTHERS: + 
ce YMAX THE MAXIMUM VALUES OF THE DEPENDENT VARIABLES ARE a 
ct SAVED IN THIS ARRAY. IT SHOULD BE SET TO #1 BEFORE + 
ce THE FIRST ENTRY. (SEE THE DESCRIPTION OF EPS}. s 
c* ERROR THE ESTIMATED SENGLE STEP ERROR IN EACH COMPONENT - + 
c* KFLAG A COMPLETION CODE WITH THE FOLLOWING MEANINGS... * 
ca 一 THE STEP WAS TAKEN WITH H = HMIN a 
ce BUT THE REQUESTED ERROR WAS NOT ACHIEVED. * 
c= +1 THE STEP WAS SUCCESSFUL. s 
cs JSTART AN INITIALIZATION INDICATOR WITH THE MEANING oe * 
cr 一 上 REPEAT THE LAST STEP RESTORING THE s 
ce VALUES OF Y AND YMAX THAT WERE USED * 
ce LAST TIME. s 
c* +1 TAKE A NEW STEP. . 
CHFESEESS ESS SESS SESSSSETESAOESSSASE SESE EERSSEEESEDSESSSSEESESHEEO STE SESS 


DIMENSION ¥410) OVC 101 ¢¥MAX(10) ,YSAVE( LOD Y12110)» Y2010) ,73110) 
e ERROR (20) OYN(10) 5 YMAXSVI10) 


i 
IFCJSTART.LT.O) GO TO 2 
Ot nd PO 


Ce SAVE THE VALUES OF Y AND YMAX JIN CASE A RESTART I5 NECESSARY. + 
CEOCSEETESEREEERANSEAEESATEROREH SEVERE RREREEEESESERSSESEORERESESCESES OO 8OT E 
DO 1 £ = 1eN ~" 


, YSAVECI} = Y(T) 
1 YMAXSV(I}) = YMAX(I) . 
(TEET ETETEEETETETTETE EEEE TEET EETEE ETI ET EEEE T EEE E E EEE EEE EEE E E E EEE E EE 
Ce CALCULATE THE INITIAL DERIVATIVES. - * 
hoch ddd HO SEESESSESES SESE SESSEORESTSEESEDEERSSSSES SNS D DESEO EE EEE ODES 
CALL DIFFUNIT Y, DYN) 
GO 7O 4 


- CPSSCSARSSESSSKSESSSSESSESEKESE HSS SACASSASESHSSHEKS SE SCE SKEASSSSASHESESSSOCSTESCOE ESS 


te RESTORE THE INITIAL VALUES OF Y AND YMAX FOR A RESTART. : ha 
[a 
2 00 3. f = loN 
- WTR œ ¥SAVEC(T) 
3 YMAXCID = VMAxSv(I) 
$4- KFLAG = 1 
TT TT 


C* SAVE THE FINAL VALUE OF T AND CALCULATE THE HALF STEPs N 


r 


COORGESES EON ASTER SESEETORSESES ERE ER EASES SESS REN ER ESTAS ESSER ASAE EE SES 
5 Re 村 ¢T s 

HHALF = H#0.500 ; 

Cassonsarsssusseaasecessenecssseesncssctiusssesescasessesssonesseaueeses 


C% PERFORM ONE FULL RUNGE KUTTA STEP * 
CHASEEAERERSEHSERE SR ERAOERERORESERSTARESHD EERE RENERRESERSEKERERESEREESES 


CALL RKL(Ne Ts Y¥SAVESOYNeH Y1) v 
C#AESKERKKASTEEERESE SAE SEER EKRESEARHEASSEARESESAERSEKESS’ SCHAALAESERELSESCRES ai i ii 
Ce NOW PERFORM TWO HALF INTERVAL RUNGE KUTTA STEPS | * 
edhe tyne pte EI ED 

CALL RKIEN,T 2Y¥SAVE, DYNeHHALF ,YY2} 

THALF = F + HHALF 
CALL DIFFUNI THALFs¥2,07¥) 
CALL RKLIN, THALF 9 ¥2¢DY sHHALF,¥3) 


r 


ERRMAX à O 
CONRRSEesER AERA ESASETARSESASORSTERGEOERSERSHEROEROROEEORER FERRERO SR OOD 
Cw CALCULATE THE NEW MAX Y'S, THE ERRORS AND THE MAY | 家 
C* RELATIVE ERRORS. * 


COREE RSSSEPERESESESESEE ERE SSS 58 EEEE EE ESE ESSER SD ERESERCERE REESE OES 
DO 6 I = 1 . 
‘YMAXCT) = OMAXL(VMAX(1), DABS (C¥101)),0A8S¢VY20E)) DABS(YS{I))) 
ERROR(I) = DABSI(IYSII) 一 Y¥14191/312000) | 


ERRMAX = DHAX1( ERRMAXSERRORG LIS CEPS*YMAX(T) 5) l - 
C¥ERRESEEEAEADSESEEEEEDS £EEEHKEES FE4ES FEOEKESERESEESEESEERERSEHEOES ETETETT 
Ce CALCULATE THE IMPROVED VALUE OF Y BY ELIMINATING THE * 
Ce ESTIMATED ERROR. * 


CHECSSSHSSESFAKESRSE SERS SES ECE SEKES SESS EKETHAAESREES SSE SESS CASHES FSSEHE SE SSS 
. YOU) = (32.000873(1) -¥1013)/31-0D0 
6 CONT I NUE 
IF (ERRMAX.EQ.0) H = H*2.000 
IF (ERRMAX.GT.O} H = HO ERRMAXES( 05219099 
IF (ERRMAX.GT214000) GO TO 8 
KFLAG = 1 
7 Ts A 
RETURN 
8 IF tH.GTeHMIN) GO TO 5 
IF (KFLAG.LT.O} GO TO 了 
H = HMIN 
KFLAG = -1 
GO TO 5 


END 
OD DD DOL Om dab 


"Ce THIS SUBROUTINE PERFORMS ONE RUNGE KUTTA STEP. * 
ce. ARGUMENTS ARE... * 
Ce -N — NUMBER OF EQUATIONS, * 
Ce T - INITIAL VALUE OF INDEPENDENT VARIABLE - * 
a ot Y = INITIAL VALUE OF DEPENDENT VARIABLES. * 
ce DY - INITIAL VALUE OF DERIVATIVES. 
ce. H - STEP SIZE + 
ce Yi - THE ANSWER IS RETURNED HERE. * 
Cosseessraceesaeseseseaseesshseesececsesseseseseeseseseenesgaeseeenerees 


SUBROUTINE REELING Te¥ cD eH VL) 
IMPLICIT REAL®8 (A-H,Q-2) — 
DIMENSION Y(10}¢D0V010)e¥2 610357206103 ¥3110) 0 OY 10 
HHALF = H*O.500 
DO 1 2 = 15s 
Y¥2¢1) = VAL) + HHALE*OY(1) 
CALL OFFFUN(T + HHALF oY2 + OYL + 
00-2 I = 1,N 
Y3CE) a Yii) + HHALFSDYLIE? 
Y2il) = Yi + 2*Y3i1} 
CALL DIFFUN{T + HHALF+Y3+DYL9) 
00 3 I 2 1,N 
Y3¢1) = Vil) + MOeDYILIED 
Y2CI? = Y2(i) + V3C9) 
CALL DIFFUN(T + H;Y3,DY1L) 
00:4 1 = hey 
YILI) = 《Y241) ~ Y(1) + HHALFODY1(112/3.000 


RETURN i 
Etn : 


5.4.2. Runge-Kutta-Merson 方法 


这 个 方法 是 四 阶 Runge-Kutta 过 程 ,同时 给 出 单 步 误差 的 
近似 值 。 它 需要 一 次 附加 的 国 数 求 值 .这 样 两 步 将 有 10 RK 
数 求 值 ， 而 在 上 一 节 中 讨论 的 步 数 加 倍 过 程 是 11 次 方程 
由 Merson 于 1957 年 给 Lew 

To = Vas = hfl) 
™ = M t wh, ki = Atn), 


n2 = Fo 十 ttt, | kz = hf(n2), 


n= m+ % = hki, (5.20) 


_ ky 一 3 + 4k 
m= p + SB, ka = hf(qa)s 
y = 5 = 19+ kittu, 


仅 考 虚 求 积 公 式 ,容易 证 朋 
| | B A , 
m= y (s+ 3 + OCh)s 
= l pe 3 
1) y (a +4) + o, 
=y (+, + 4) + oCh’), 
1, = Y Ct, +h) 十 OCh‘), 
最 局 
Ns = Van 一 ¥Ctati) + OCK). 
例如 ， 用 梯形 公式 获得 p, PAXE k Mima% o), A 
| ”时 用 Simpson 公式 获得 ns WARG k W k 的 附加 误差 
| a OCA’), 如 且 我 们 研究 m4 中 的 OM") 误差 ， WEKKE 
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faf PRR RAPET. 假如 的 所 有 二 阶 偏 导数 是 零 ， 也 就 
是 : AUR ACY, +) 形 如 4y + bt, BWA m= yen) 十 OCP), 
在 这 种 情况 下 , Merson 证 明了 

ns = Yin) 一 by + OCA) (5.21) 


a 
ts = Cmts) 一 的 y? + OGD 520). 


FILE m — n 中 一 个 局 部 设 闫 的 表示 Ae aH Es 
的 方法 中 ,这 个 方法 已 被 成 功 地 使 用 着 . 


aA 是 


1. 对 方程 
(a) y =y, y(0)=1, 
(b) y = —y, y(0) =] 
使 用 Taylor 级 数 方法 讨论 阶 和 步 长 的 最 佳 选取 ; 证 明 常数 阶 方法 
ERK. 

2. 在 Euler 方法 中 对 方程 ”~ 32 ALARA AUER R 
定 最 优 的 步 长 分 配 . 

3. 在 问题 2 中 ,用 你 们 导出 的 法 则 从 y(0.1) = 107 到 + 一 1 RAM 

”分 方程 ,再 用 5.2 和 5.3 中 所 推出 的 法 则 ， 即 单 步 截断 误差 不 变 
和 单 步 截断 误差 与 步 长 成 正比 ， 比 较 在 这 三 种 情形 中 步 数 对 精度 
的 图 形 ， 

4. ”证 明 在 5.4.1 中 倒数 第 二 段 的 最 后 一 句 ， 

5. 证 明 等 式 (5.21) (5.22), 

6. 重复 在 表 5.1 中 说 明 的 积分 ,其 中 局 部 误差 界 用 EPS*H*|YMAX)| 

O RAFS, 画 出 结果 并 把 它们 同 图 5.2 中 的 图 形 进 行 比较 。 

7. ÆRE [0,1] 上 , 用 梯形 法 则 积分 

y = —1000(y—e') tet, y(0)=1, 


使 用 由 如 下 条 件 所 确定 的 步 长 控制 


(a) 相对 解 的 局 部 误差 保持 不 变 ; 
(b) 方程 (5.14). | - 
= | ATLA AO RARE APD PL A a R 
: 求 值 次 数 的 图 形 。 
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6. 外 插 方 法 


前 面 已 经 看 到 ,用 消去 误差 项 的 Richardson 外 揪 过 程 的 办 
法 可 以 改进 数值 解 的 阶 . 于 是 ,在 某 固定 点 t 解 与 步 长 不 之 
IVS FH: 


y(t, A) = ye) + Dy CR + OC"), (6.1) 


并 且 想 通过 对 4 = hos Mis +s hm RC, 4) RAE 11, 
Tas ，7m 这 是 目 然 的 ， 形 如 (6.1) 的 展开 式 存 在 的 条 件 已 
由 Gragg (1963) 和 Stetter (1965) 研究 过 了 。 如 果 这 样 的 级 
数 存在 ， 我 们 可 以 考虑 用 某 个 函数 R(t, A) 来 近似 它 E» XK 
数 有 Cm + 1) 个 未 知 数 通过 要 求 

R(t, hi) = yC, hi) (一 0 1,+++,m) 《6.2) 
来 确定 ,以 便 用 Rel, 0) 近似 yO. 


6.1. 多 项 式 外 插 


例如 ， 假 设 RAC, A) 是 关于 4 ym RETR, FEE 
(6.1) RRL MH A AF OW, RC, 4) EE OHO), 
即 有 固定 的 oli = 0,1, 2.…), 使 h = wp。 在 这 种 意义 下 ， ， 
4 是 如 司 时 趋 于 零 的 度量 ， 这 是 一 简单 的 多 项 式 内 插 , AKL 
间 Co, t) EX = 0,1, +++, mm 用 步 长 加 积分 微分 方程 得 到 
y(t, hi), EP h > hy > hree > hy > 0, HEA SIRI. 
SRST EB ik ee RHF 2 的 mw 次 多 项 式 在 4==0 的 值 . 

通常 完成 它 的 最 简单 的 途径 是 Aitken 内 插 过 程 。 在 这 过 
BBL Ch, y) 确定 Rah) 为 4 的 "次 的 唯一 的 多 项 式 ， 


j=i,iti,---,i tm, Bit, RIC) = y(t, hi). BR, 
函数 
PCR) = a(h)R4_,CA) + (1 — al hY RLC) | 

对 于 一; tl, itm Eh h REG, A) 要 
R alh) = 1 Malh; +m) 一 0， 我 们 还 可 以 使 它 对 村 7 = i 
和 j =i + m 也 成 立 , 如 果 o(h) RF A REN, PCA) 的 次 
数 为 m, Wil PCA) gE RACA) RA PT ECR HEHE — H m eK 
多 项 式 。 因 而 有 

一 hsm 
alh) = i= hus, 一 has,’ 


得 到 


RILA) = — ICA — btn Red 


o | + Chi 一 ADRIECAYI, (6.3) 
这 提供 了 一 个 关于 构造 对 Ri m(h) 近似 的 三 角形 法 则 . 在 现在 


”的 情况 下 , 我 们 希望 知道 Ra 一 Rm(0) 的 值 它们 可 以 如 表 
61 所 示 那 样 来 构造 ,按照 关系 式 | 


:hiRitl — hy, Ri Rit — Ri 
Rf -一 Fim) “itm ma) s= Rit!l 十 -一 于 = 一 -一 2 一 | 6.4 
” hi — Dire Oh; Than) —1° ) 


用 两 个 值 去 构造 另 一 个 近似 秆 (如 表 中 所 示 )。 如 果 这 个 方法 


应 用 于 一 个 一 阶 方法 的 解 ， 如 Euler 方法 , ABA RLY i 或 


者 mw 两 者 都 增长 时 ,将 构成 对 解 的 较 好 的 近似 .事实 上 可 以 证 
明 ， 如 果 适 当 的 可 微 条 件 成 立 , R 的 误差 将 以 形 如 Ms 好 的 
某 个 量 为 春 .这 样 , 当 ; > co 使 得 如 > ON A RL > 9,0). 
由 于 M 将 依赖 于 解 的 导数 和 求解 的 方法 ,对 于 固定 的 i, 如 
果 没 有 进一步 的 限制 , 当 m -> co 时 ,还 不 能 肯定 是 否 收敛 ,但 
是 ,对 于 固定 的 i, 当 zw 增加 时 ,如 果 近 似 过 程 不 收敛 , 则 用 保 
持 m 不 变 和 加 长 i 的 办 法 ,可 以 有 效 地 碱 小 初始 步 长 ， 
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这 个 过 程 的 一 个 例子 在 下 面 的 表 6.2 UR he 
2', j= 0, 1,°-°, 9 ,重新 积分 方程 y == —y,yC0) w= 1, 相应 


的 误差 在 表 6.3 中 给 出 . 每 一 列 以 二 的 赛 次 增加 的 方式 收敛 ， 


因此 , 解 的 第 四 列 按 如 收敛. 这 点 在 玫 64 中 说 明 , 它 由 表 6.3 


的 误差 除 以 A? 构成 . 


6.1.2. 合 入 误差 的 影响 


我 们 看 到 这 种 类 型 的 方法 可 以 有 任意 大 的 阶 (通过 使 m 
很 大 的 办 法 ) 并 且 能 够 减 小 步 长 ,如 果 还 利用 较 大 步 的 计算 结 
果 的 话 (对 固定 的 mw 增 大 站， 实际 上 ,这 个 过 程 受 使 入 误差 和 


h, 运算 次 数 以 "+ 的 速度 增加 . 这 意思 是 : 如 果 在 每 一 步 
出 现 最 坏 的 舍 入 误差 ， 则 解 对 每 一 个 i 或 w 的 增 大 将 失去 一 


个 2 进位 精度 .稍微 克服 这 个 问题 的 一 个 办 法 是 应 用 选取 更 O 
小 的 步 长 的 不 同 办 法 .在 前 面 的 例子 中 ， 对 每 一 个 外 插 的 增 . 、 
加 行 ， 我 们 把 步 长 减 半 . 不 这 样 ， 假 设 我 们 每 次 忱 以 数量 2， 
1/q <q < 2) KEERI KE RIBAS A 


误差 ,将 与 4 成 比例 ,因为 它 CRAGT HR, KCN MEL 


“HY Wi=(o4e-= AE 7Z 9 第 
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于 RI 下 一 列 的 误差 可 以 达到 | 
git! + q+g _ =q 4 十 i) 

E q 一 1 q— 1 
在 下 一 步 , Ri 的 误差 可 以 大 如 


gqg—1 


| q—1 gæl 
以 及 Ri, 的 误差 可 以 达到 


gin i Fd. 2. ET 65). | 
TEI.. ~ : 


的 确 , 让 了? 接近 1, gt” 项 的 影响 可 以 减少 ， BEREA (6. 5) 
-的 第 二 部 分 随 着 4 一 1 EWEA. 


6.1.3. 稳定 性 


这 一 章 所 要 讨论 的 全 部 方法 的 稳定 性 问题 是 一 个 未 解决 
的 问题 . 经 验证 明 ,在 把 基本 的 步 长 如 减 小 到 使 得 16f/8y| 


”接近 1 以 前 具有 人 负 得 很 大 的 8Way 值 的 方程 引起 严重 的 不 稳 
定性 间 题 ,而 这 是 一 个 需要 多 多 注意 的 地 方 . 


6.1.4. 高 阶 方 法 


前 面 多 项 式 插值 中 所 用 的 基本 方法 是 Euler 方法， 即 一 个 . 
”一 阶 方法 .例如 ,为 了 得 到 四 阶 方法 ,必须 进行 三 次 外 插 。 如 
“一 果 我 们 用 序列 步 长 4, 4/2, h/4, /8，…*， 导 水 数 f 的 计算 
OOo ARRE 12 次 , 相 比 之 下 , Runge-Kutta 四 阶 方法 是 四 次 。 利 
”用 序列 4,4/2,4/3,4/4( 这 是 最 少 的 ,因为 步 长 必须 不 同 且 为 
: “基本 步 长 4 的 约 量 )， 我 们 可 以 把 函数 计算 的 次 数 威 少 到 七 
”次 , 象 在 上 一 节 所 讨论 的 那样 ,虽然 可 能 增加 舍 入 误差 .另外 
一 个 办 法 是 用 高 阶 方法 开始 , 例如 , 如 果 使 用 一 个 7 阶 方法 ， 


当 应 用 适当 的 外 插 公 式 时 ,近似 什 Rm 将 有 误差 our). 如 


。 果林 采用 形 如 


0 


q + qtq [or 十 gt? 十 一 | = gt? q + rg .4 + 4 一 oo. | 
F — . 


aCe) = OJ + 二 Tih” 


OMAR AR, PUNE r 的 函数 ， 则 外 播 公式 在 每 一 步 
可 增加 阶 +, 因此 Ri 将 有 误差 0 CHO), 一 种 这 样 的 公式 / . 


对 + 一 2 是 已 知 的 , 它 有 下 面 的 形式 : 定义 


t, = nh, 


n(0,4)= y0); (6.62) . : 
nas A) = ¥(0) + Aly, 0)5 (6.6bY o 


mCtmtis A) = ns A) + 2AICNCEns ADs to) 


n=1,2,-,N—1, Hhey =23 《6.6c) 


y(t, h) = > (n€éy-15 4) + nCtns h) + Kaw, h), ty) l. 


从 1 一 0 开始， 在 每 一 个 长 度 为 妇 的 区 间 上 积分 为 一 个 
新 的 初 值 问题 .外 播 过 程 应 用 于 第 一 个 区 间 的 结果 CH, h), 
对 于 所 要 求 的 精度 得 到 y(H)。 从 这 儿 开始 进行 在 区 间 LH, 


2H) 上 的 外 播 过 程 , 得 到 y(2H), 如 此 等 等 . 


这 个 过 程 的 一 个 例子 表示 在 表 6.5 和 表 6.6 6 之 中 ， 所 使 用 
的 训 值 的 序列 是 H/2, H/4, H/6, H/8, H/12, H/16,…. 所 


用 的 外 插 公 式 关 似 于 (6.4)， 其 中 用 Chi/ Bet? RE Bil tems 


再 一 次 从 0 到 1 积分 y= 二 一 y, 对 于 y(0) 一 1 和 HH= 1, Ri, 
的 误差 的 10° 倍 表示 在 表 6.5 中 .可 以 看 到 ,它们 比 在 表 6.3 


OM FEES. PAPRIKAA AOR 


Gragg (1965) 已 证 明 , 倘若 步 数 总 是 偶 的 或 者 总 是 奇 的 ， ee 
AR yle) 是 充分 可 微 为 前 提 ， 在 这 个 方法 中 所 定义 17O 
序列 , Day = H/2 开始 , 其 中 是 所 要 积分 的 基本 区 辣 的 长 
| BE. ooo BE 


>. 


关系 ,所 以 表 6.6 ARA 6.3 函数 求 值 的 次 数 除 以 表 6.5 函数 
求 值 的 次 数 ， 如 所 期 望 的 ,对 高 精度 来 说 , 表 6.5 中 所 要 求 的 
计算 量 是 比较 小 的 


HES. 对 多 项 式 外 播 R HRE 


|7 120559 1930247  —287 188. 32 0 0 


wb wupnpne ola 


L 

z 

L 13 214309 276 508 -9 062 1 0 

4 |1 576 434 73 481 -9%7 0 
4 817 384 8 893 -12 ` 
dy | 4768 4 800 

ts ， 


表 6.6. 表 6.3 函 数 求 值 的 次 数 除 以 . 
家 6.5 函数 求 值 的 次 数 


1 

4 
Yr 
+ 
和 
$5 


6.2. 有 理 函 教 外 插 
对 于 许多 应 用 来 说 ,有 理 函数 插值 比 多 项 式 插值 更 精确 . 


一 个 有 理 函数 是 两 个 多 项 式 的 商 ， 我 们 将 限于 研究 形 如 


RCh) = Putt = Pot Pht- tph (6.8) 
Onlk) Gt ght i+ qh 


的 有 理 函 数 ,其 中 4 一 [m/21( 即 m/2 ERB), v= m—n 
= [Cm + 1)/2] (这 被 称 为 对 角 有 理 多 项 式 ). 如 果 用 (6. 8) 


-@11i2e 


代替 上 池 多 项 式 近 似 , 则 得 到 了 Bulirsch-Stoer (1966) 算法 .在 
这 方法 中 , 对 步 长 序列 H/2, H/4, H/6, H/8, H/12,…, 以 
《6.6) 所 措 述 的 二 阶 积分 法 则 来 积分 方程 ， 得 到 我 们 叫做 Ro, 
Ry, Ri, SSHAR. Ra, 以 某 种 类 似 于 对 多 项 式 的 广 
程 (6.4) 的 方式 将 这 些 数 结合 起 来 以 得 到 有 理 插值 的 结果 . | 
代替 方程 (6.4) 所 用 的 算术 关系 复杂 得 多 ， 所 以 把 它 EB S 
起 尽 本 能 少 的 含 人 误差 的 形式 是 重要 的 ， i 
随 着 计算 G, hn) =R? 的 每 一 个 新 值 ,就 可 计算 R? 的 
I, k= 1, 2,…, m, 当 两 次 逐次 近似 RE A REE 很 接 
近 时 ， 过 程 停 止 . 至 此 它们 的 差 用 来 做 为 还 存在 的 误差 量 的 . 
表示 . 直到 使 用 小 的 An, 如 果 还 必须 继续 这 个 过 程 , 它 表示 


原来 步 长 五 的 值 太 大 Bulirsch 和 Stoer 建议 用 继续 该 过 程 来 
控制 它 直到 m 为 6 .如 果 它 在 误差 范围 内 已 经 收敛， 那么 就 


可 以 采纳 这 个 结果 ， 而 如 果 它 对 m < 6 已 经 收敛 ; 则 为 了 节 
省 工作 量 可 增 大 基本 步 长 友 ( 但 是 注意 ,也 许 必须 限制 态 使 得 
在 所 要 求 的 打印 点 上 获得 计算 结果 ). 如 果 方 法 在 m 为 6 的 时 
间 不 收敛 ,那么 逐次 计算 R 的 值 直 到 收敛 ， 如 果 w 变 得 太 
大 , 则 必须 减 小 基本 步 长 太 , 因 为 在 较 小 的 h FERIENE 
其 积 标 也 许 否 定 外 播 的 假设 ， 同 时 在 大 的 子 步 中 稳定 性 问题 
也 许 妨 碍 外 播 的 收敛 性 ， 一 典型 的 程序 能 够 继续 到 ORY, 
果 差 尚未 小 , 则 减 小 基本 步 长 妃 并 且 重 新 开始 . | 
我 们 首先 研究 有 理 函 数 插值 和 推导 一 些 弟 推 关系 式 ， 假 
设 有 (6.8) WAAR RCA) = yii = 0, 1, +++, m, X 
于 m 一 0, 1, .…，, mw。 我 们 希望 对 于 mm = ”十 1 构造 类 似 的 - 
“有理 函 数 ， 因 为 | 


EG Vis i<m<xn, = (6.9) 


Aa LAK 了 y) = P aCA) — ¥OnC A) 在 点 (his vi) AZ | 


ae o Le 


值 ,i t <mn, 考虑 函数 | 
Tailh, y) = aT Ch, y) + BAYT Ch, y). (6.10) 
BER Ch yi) EARE, Sn 1, WRR E) 
0 :那么 T wtiChas Yn) 一 0。 现在 希望 使 T arC hatis Yar) = 0, 
aT Chott: Yor) + Bhati) Tal hat ys ws o. (6. 11) 


O BRAT, #078 [PE 4) 和 [2] 次 的 4 的 多 项 式 , 且 关 


“于 y 是 线性 的 。 我 们 希望 To 是 [Cn 十 20/2] 次 4 的 多 项 
” 式 且 对 y 是 线性 的 ， 使 得 我 们 能 够 把 它 表示 为 Pat 
YOAJ FER Pash) A LCa H1)/2] KE Ooh) A at 
”2)/2] 次 .如果 在 定义 关系 式 (6.10) H a ERREA 仅 是 4 
的 线性 函数 ， 则 它 将 是 真确 的 。 于 是 , 我 们 可 以 选取 ID= 
Ch — ha) OR (61): OO | | 
| . a= Ch, — haa) Talhaiarn) E 
' aChatis You) 
RA (6.10), 我 们 得 到 
| o Pah) + YOnu(h) = TenChs ) 
= (h, 一 han) T o—1Cb att, Yer) 7 
| T a( Batis Vat) 
x T Ch, y) + Ch — hT ahs y) | 
= a hn n T (han Yat) | 
Che ° n) T Chatty Yor) 
x P,CA) + Ch — BP alh) 
a + Ta- (Antis Ynt) 
. + 4 [aa a 1) T Charis Yati) 


xQ B+ = ADO], (6.12) 


通过 使 与 y 无 关 的 和 与 ? 的 线性 项 各 日 TASS PUFA Pay 


多 


OnsPa—isQn—-15 Yati Bett 和 有 ,给 出 了 Pitt 和 Ont aOR 
A. 直接 使 用 这 个 关系 式 是 不 方便 的 ， 因 为 它 要 求 每 一 步 计 
算 关于 有 的 两 个 多 项 式 .我 们 注意 到 在 多 项 式 插值 的 情况 下 ， 


们 希望 得 到 关于 P.00)/0.(0) 的 类 似 关 系 式 ， 已 经 证 明 


[Stoer (1961) 和 Bulirsch 和 Stoer (1964)]: 对 于 有 理 插值 可 以 


导出 一 种 格式 .我 们 定义 RACH) ÉE h = hig Aims Beem A 


y(x, 4) 相同 的 有 理 近 似 ， 其 中 A> hi > > hira H 


O RACO) = Ri, 那么 可 由 下 面 的 公式 获得 R: 


Ri, 一 0 〈 递 推 的 开始 值 )， 


Ri = y(t, Ai), | a | (6. 13) | 
Ri, = Rit, p bmi — Roy 


Ay [1 - Rist, 一 r] _1 
hitm Rint 一 R, ms 


mæl 


(这 些 公式 假设 ,近似 信 是 大 的 函数 ,不 是 HRR. 这 个 公 
式 包含 计算 越 来 越 接近 解 量 的 R 的 差 ,所 以 ， 通过 直接 计算 ere 


差 得 到 小 的 浮 点 误差 。 定 义 
Dh = Ri, — Rit, 
| Ch 一 Re 一 Ra 
和 
Wi, = Ri 一 RE, 


我 们 可 以 把 (6.13) 转换 成 为 


cit, - wit 
G) Di, — Cit 

itm 

h | | 
(RY Dia we 


Ritm 
h sr ml; 


- . . . 1 TON oa a 


Wi, = C 一 Dis, 


Ci = Di = y(t, hi), 
Wi = y(t, hi) — y(t, him). 

在 计算 中 间 不 必 贮 存 比 包含 Dni =m, m 一 .,0) 
的 单个 数组 还 多 的 数组 . 这 点 在 下 面 的 360 FORTRAN ware 
中 被 说 明了 ， 这 程序 利用 有 理 函 数 或 者 多 项 式 外 插 以 步 长 妃 
进行 积分 一 步 . 此 程序 是 根据 Bulirsch 和 Stoer 的 ALGOL 程 
序 (1966) 由 Clark (1966) 作 的 FORTRAN 译本 得 来 的 ， 
FORTRAN 程序 | 


SUBROUTINE DIFSUB {Ne Ts Vs DV sH sHMIN, EPS: NFeYMAX ERROR o KFLAG» 
1 JSTART MAXORDMAXPTS) 
IMPLICIT REAL*B 二 页 一 Ht 从 一 站 | 
PT etn Tb et 


Ce THE PARAMETERS TO THIS INTEGRATION SUBROUTINE HAVE * 

Ce THE FOLLOWING MEANINGS... * 

ce N THE NUMBER OF FIRST ORDER OIFFERENTIEAL EQUATIONS . 

c*# T THE INDEPENDENT VARIABLE . * 

c> Y THE DEPENDENT VARIABLES» UP TO 10 ARE ALLOWED. * 

c# oY AN ARRAY OF 10 LOCATIONS WHICH WILL CONTAIN THE s 

c= ti VALUES DF THE DERIVATIVES DN EXIT. » 

c* H THE STEP SIZE THAT SHOULD BE ATTEMPTED. IT MAY BE $ 

ce ENCREASED OR DECREASED BY THE SUBROUTINE. . s 

ce HMIN THE MINIMUM STEP SIZE THAT SHOULO BE ALLOWED ON THIS s 

C+ . STEP, $ 

ce EPS THE ERROR TEST CONSTANT. THE ESTIMATED ERRORS ARE * 

ce REQUIRED TO BE LESS THAN EPS4YMAX IN EACH COMPONENT. * 

C+ TF YMAX IS ORIGINALLY SET TO 41 IN EACH COMPONENT, + 

c* THE ERROR TEST WILL BE RELATIVE FOR THOSE COMPONENTS + 

. ce. GREATER THAN 1 AND ABSOLUTE FOR THE OTHERS. * 

ce MF THE METHOD INDICATOR. THE FOLLOWING ARE ALLOWED» e * 

cs O  RULIRSCH-STOPR RATIONAL EXTRAPOLATION * 

c+ 1 «POLYNOMIAL EXTRAPOLATION s 

cs YMAX THE MAXIMUM VALUES OF THE DEPENDENT VARIABLES ARE * 

c+ SAVED IN. THIS ARRAY. IT SHOULD BE SET TO +1 BEFORE + 

- Ce THE FIRST ENTRY. (SEE THE DESCRIPTION OF EPS.) * 

c. ERROR THE ESTIMATED SINGLE STEP ERROR IN EACH COMPONENT è 

c+ KFLAG A COMPLETION CODE WITH THE FOLLOWING MEANINGS oo $ 

c+ -1 THE STEP WAS TAKEN WITH H = HMIN * 

O l cs BUT THE REQUESTED ERROR WAS WOT ACHIEVED. © 
k . c+ -+1 THE STEP WAS SUCCESSFUL. -< 2 
1 C+ JSTART AN INITIALIZATION INDICATOR WITH THE MEANING oo | + 
上 -  . Ce =} REPEAT THE LAST STEP, RESTORING THE © e 
* cs E = VALUES OF Y AND YMAX THAT WERE USED * 
a a ce . LAST TIME. * 

c+ +1 TAKE A NEW STEP. 让 

- ce. MAXORD THE MAXIMUM ORDER OF EXTRAPOLATION ALLOWED. It MUST * 

ce BE LESS THAN ilə * 

~ c+ MAXPTS THE MAXIMUM NUMBER GF DIFFERENT SUB STEP SIZES USED * 

. ce. IN THE EXTRAPOLATION PROCESS. * 
\ CHORNA EASES ERESES TREE TT HORSES TDS 
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Me 


yi 


DIMENSION ¥ E10) pOYE LO) YMÀX(1O),YSÁVEÍLOJ o YNMI t10} o YNG100 DYNA LO) 

1 eo VMAXSV( 10) QUOTE 1192) SEXTRAP (10-12 by YNMEHVELO’ 12) 

2 e YNHV( 10012) e¥MAXHV(10¢12) ¢ERROR( 10) 
CAREC ORRERSDSRE EEO ERERESERSASGENSISRERERES ESTER SE SES ESE NOR ETE SSEEEEEE SES 
Ca THE ARRAYS ARE USED FOR THE FOLLOWING NATA.. * 
c* ¥ SAYE THE INITEAL VALUES OF Y ARE SAVED FOR A RESTART = 


cs YN” 1 YIN-L)ẹ THE PREVIOUS VALUE OF Y IN THE MIDPOINT METHOD œ 
t» YN YON)» THE CURRENT VALUE OF Y IN THE MIDPOINT INTEGRATION © 
ce OYN THE INITIAL VALUE OF THE DERIVATIVE OF Y., * 
Ce YMAXSY THE SAVED VALUES OF YMAX AT THE INITIAL POINT. < 
c* QUOT -THE QUOTIENTS (HCL) /HOL*4)}**2 USED IN THE EXTRAPOLATLION.* 
cs EXTRAP THE MUST RECENT EXTRAPOLATED VALUES OF Y IN THE CASE + 
Cw OF POLYNOMIAL EXTRAPOLATION. DR OF THE DIFFERENCES IN * 
c THE CASE OF RATIONAL FUNCTION EXTRAPOLATION. = 
c* YNMLHV THE VALUES OF YNM] AT THE MIDPOINT OF THE BASIC INTERVAL * 
ca IF THE NUMBER OF SUB STEPS IS DIVISIBLE BY 4. THIS -x 
Ce INFORMATION. IS USED TO AVOID REDOING THE INTEGRATION IN * 
TH CASE THE STEP IS HALVED. * 
c# YNHV THE SIMILAR VALUES OF YN . * 
c* YMAXHV AND THE SAME FOR YMAX “ + 


ce ‘ERROR THE ESTIMATES OF THE SINGLE STEP- ERRORS ARE SAVED HERE. * 
CEEHERENSERS EREREEEEEEE FES EEES EHS ER OEEDEESSEASES SESE RERES CEES ESEAOEES TES 


DATA QUOT / 109225 bee Fee lO ns 36 or bar Lane 256095 T6029 L102 oe 


1 Lolo T?UTTITITTUTTTT 4 Fo ALILVLELALLEL dds 
2 1602 2B bbe ehhh ehhhhe bhaglIZeTTTTTITITTTITT, 
3 256455. ELT LELELALILI 2 1024.7 


DATA FMAX/10000000./ 
COssnseneeenseeeeseceneteeGHEa seen eaeeeneeEnsesseeeanensaxenoeses sense 


‘Cc FMAX 15 A NUMBER SMALLER THAN THE FIRST INTEGER THAT CANNOT BE * 
+ 


c* REPRESENTED EXACTLY EN FLOATING POINT. 
CPAREE EOE REREEEEDESESEDAEEREVEERES SD CEDERE REESE SEEEES ESSERE EEEEEEE REESE 


IF(JSTART.LT.O} GO TO 2 
Pp TT TET Td Debbi 
Ce SAVE THE VALUES OF Y AND YMAX IN CASE A RESTART IS NECESSARY} s 
CORCEEEDEESEEERESAEEEEEERER EARS EEEE T E Ea a I E Eidi i eii i i i E i ii i a i ei Ei kii i 
DOI I = ln 
VSAVE(I) = Yili 
1 YMAXSV(E) = YMAX(E) 
CALL DIFFUN(T »¥eOYN} 


GO TO 4 
COOR ORS SR ES SORES OFA REREES SECTS EEESERENEES EOEREREOSERES ORS EER ETRE RE ES EES 
C* RESTORE THE VALUES OF Y AND YMAX FOR A RESTART. * 


TTT EL EERE ES t E E E E E E i Ei a i SERES EES AEE 
2 D0 3 I = 1N 
Yii) = YSAVELI) 
3 VMAX(I) = YMAXSVII 


4 CONTINUE 
CHROS RH CEEREEESE EEE RERERSEAN ES EEE EAEEEESESEEESEESEDESEEEDEECERESES ESOS 


ce THE FOLLOWING COUNTERS AND SWITCHES ARE USEDes = 
c* J IS THE COUNT THROUGH THE DIFFERENT SUB STEPS G USED. + 
Cr  JODD 15 1 IF J 1S ODD, 2 IF J IS EVEN om 
c* JHVSY IS THE NUMBER OF SUBSTEP SIZES FOR WHICH HALF way o. 
Ct INFORMATION HAS BEEN SAVED. x 
c* JHVSVL THE VALUE OF JHVSV FROM THE PREVIOUS CYCLE. | + 
ce M THE NUMBER GF PAIRS OF SUB STEPS WHICH MAKE UP THE STEP H* 
C* M TAKES THE SEQUENCE ho20304e6e8e12el6, ETC. 
ch MNEXT THE NEXT VALUE .OF M * 
c+ 村 Ti 人 THE NEXT BUT ONE VALUE OF Me » 
c* QUOTSV THE LAST VALUE OF OUOT IS IRREGULAR OVE TO THE Fact THAT = 
ce THE SEQUENCE BY JHE MULTIPLES 9/4+16/9 (OOD) OR - 
ce 16/949/% (EVEN UNTIL THE FINAL MULTIPLE OF 4. HOWEVER, © 
c* {HELO SHUM Dea? IS ALWAYS M¥*2, THE REGULAR VALUE OF 
Cw QUOT IS SAVED IN OUDTSV AND REPLACED BY M*2, * 
cr KONV IS SET TO +) INITIALLY»; AND RESET TD -1 IF THE ERROR 中 
ce TEST FAILSs ` x 
CeseausseeseseneneRseeErSe ees ene tHEERELCEEIRESEESR URES EETESESIEEESOES 


5 JHYVSV1 = 0 
KFLAG = 1 
6 JHYSV = 0 . , 
7 AzH+fT 
-JODO = 1 
Ms 1 
MNEXT = 2 
ATWO = 3 
DO 23 J = 1,MAXPTS 
QUOTSY = OUOT(J, JODO? 
QUOT (Js JODD) = Kem Eoo a aT 
KONV a ł o o 
iF tJeLE.iMAXORDO/2)} KONV © =~ 


TF (JekE.IMAXORDO})) GO TO 8 
L = MAXORC + I 
MCHNGE = .7071068000HCHNGE 


GO To 9 
8 Leds 

HCMNGE = 1,000 + (MAXORD + 1 = " $376.000 
9 Be H/M 

G = 8*9,500 


fF (5.GT. JHVSVit GO TO il . 
a a a aa 


cs THE VALUES OF THE MIDPDINT INTEGRATION. WERE SAVED AT THE 本 


ce HALF WAY POINT IN THE PREVIDUS INTEGRATION, USE THEM. /_ 4 


Deeded 


00 IO l} e 1;N 
YNGT) = YNHVOTe J? 
YNMI(I] = YNMIHVII +J} 
10 . YAAX{I} œ VMAXHVET J) 
GN TO lb | 
COROROReSees eR eR SORE see edOeSEE FESEEESSE SHORES LOSER SEDOEBEDESHEDERESEORS 


ct INTEGRATE OVER THE RANGE N BY 294 STEPS OF A MIDPOINT METHOD. °. 


DT EF ERE ERNE REET TEER SON PT pp 
bs 机 DO 12 § = LeN . 、 
YHAML CE ~ YSAVEID . 
YNI) = YSAVECT) + G*DYN(IEJ 
12 YMAXIJ) = YAXSY1 
M2 = MoM 
Tu= T 
DO 15 K s 2,M2 
TU = TU +G 
CALL GLFEUN( TU YN, OY} 
. 60 13 | = 1,N 
U e YNMIIJ) + BDYITI) 
YNMLIT) = YNETI 
¥NtT) « U 
U = DABS(U) 
13 IF (UGT YMAXIII)} YMAXET) s U 
| TF CCK NEM ORe {JHYSVE oNES O01 OR, (K E0317 GO 10 13 
JHVSV = JHVSV + 1 . 
DO 14 f = YN 
YNHVI T JHYSV) = YNI) 
YNMLHVI lo JHVSV) = YNMECT) 


14 YMAXHV¢LeJMVSV) = YMAXETD 
15 .| CONTINUE * 
16 CALL DLFFUN(A,YN,OY} 


00 22 1 = 1 
Y = EXTRAPCI.1) i 
Ledchduncadebdee tnd deh hadi nhehtde tthe t tet bh SUF SSCA OTESKESECORSSOSS 
ce CALCULATE THE FINAL VALUE TO BE USED IN: THe: EXTRAPOLATION PROCESS + 
COCESESSEEEE TESTES SRO ERE EE EES TEES OREEESESSEDESS susesesesesevesseuseses 
- TA = {YN{I}) + YNHAT) > GeD¥dl) 190.500 
z .C » TA l i i 


etre tt TT 


ce INSERT THE INTEGRAL AS.THE FIRST EXTAAPOLATED VALUE. * 


由 


EXTRAPII,1) = TA 

IF (L.LT.2) GOTO 21. 

IF (DABS(VISFMAX.LT.OABSIC}}-GO TO 27 
. [F (ME 6GT.O} GO TO 19 


DTT TI 


cs PERFORM THE EXTRAPOLATION BY RATIONAL FUNCTIONS ON THE ` + 
Ce SECOND AND SUBSEQUENT INTEGRALS. . a 
Oe OTD SESE ONSATORIEERS 
DO 16 K = 2eL 
Bi œ QUOTIK , JODD} #Y 
名 = Sti -tC 
usv 
iF {8.&0.0} GO TO 17 
B = (C -= vi/B8 
Ue ChB 
| | C = Bi*é 
17 Y = EXTRAP( I,K) 
EXTRAP(I.K} = U 
i TA = TA+ U 
28 CONT EINVE 
0 TO 21 


| tT TT CTCL DOT TP OO 


` €@ PERFORM THE EXTRAPOLATION BY POLYNOMIALS ON THE o | 
' CO SECOND ANO SUBSEQUENT INTEGRALS. > 


COSSCSRSSeeOE TESS SE SESE RENE EETS seeseceuncesenseversnessenngeanepsuseors . 


Ao a 


的 误差 乘 以 10， 在 表 6.7 HRR. CER 6.5 中 的 值 稍 大 - 


些 。 明 然 它们 右 函数 计算 次 数 相同 且 在 外 插 过 程 中 稍微 多 一 


的 那样 . 此 例 取 自 Clark (1966), 它 通 过 各 种 要 求 的 误差 对 
函数 数 求 值 次 数 的 图 象 说 明 在 三 个 问题 中 的 误差 ， 在 每 一 种 
情况 MAXORD 给 出 为 6, MAXPTS 给 出 为 10. 负 指数 问题  ， 
Æ y = —y, 0) 一 1， 积 分 到 :一 20, 在 每 积分 一 步 以 前 。 


用 YMAX 的 值 顶 掉 y 的 当前 值 。 相 对 于 exp( 一 20) 的 误差 曲 
RUBERT. 


6.7 Bulirsch-Stoer FEHRB- 


1 
0 3 |7120559 19226 603% 93 T O° 
1 4 |3214309 266135 467 33 0 
2..4 |1 576 434 70 034 s548. 2 
3 4 | 81738 1799 P 
4 k 
3S ps 
Euler 方程 是 如 下 方程 组 : 
yom yy, y'(0) = 0, 
yy y(0) = 1, 
y” = —0.51y'y, (0) = 1, 


积分 到 + 一 60, WWE y 的 均 方 根 误差 曲线 . De we 


y'(6) = 1.20195 . 107%, 
y7(6) = 2.98648 » 10 


定义 JCD 一 ?9 大约 在 :一 18.1 PRE RRA yt RI 
最 大 值 ,在 那 玫 ya0.2612. 在 一 6132, 6134,6136 和 6138, 
划 出 平均 绝对 误差 曲线 . 


Bessel 方程 
tule 方程 
负 指 数 的 
0% i wh wW? Jo 
o- 有 理 函 数 方法 
ae SARDE 
. 图 6.1。 有 理 函 数 与 多 项 式 外 插 的 比较 
R68. y; H EPS 参数 的 误 整 e 
一 ee nn 
EPS ei ¢2 €3 €4 és 
0.001 = 3235353 5135388 2981195 0 1450333913 
0.0001 7724 2891 2832 0 =: 32023507 
0.00001 . 17 15 4 0 18740 
0.000001 17 15 4 0 18740 
0,0000001 0 0 0 0 6 
0.00000001 0 0 0 0 6 
0.000000001 0 0 0 0 ó 
0.0000000001 0 0 0 .0 1 


我 们 可 以 看 到 ,其 中 两 个 例子 有 理 函 数 播 值 好 一 些 . 

-对 于 有 理 函 数 外 插 ， 减 少 误差 控制 参数 EPS 的 影响 表示 
ER 6.8 th, 下 面 的 方程 组 表示 ， 所 要 求 的 误差 对 实际 误差 
y=—y, (0)=1 
yoy, y°(0) = 0 
y” 一 y, yO) = 


01206 


iy? = 22, | yO) 0 
y= = 107%, ` YO) =0 
总 之 ， 外 播 方法 看 起 来 是 有 希望 的 . 如 果 比 较 图 6.1 和 图 


5.2, 可 以 看 出 比 Runge-Kutta 方法 优越 ,但 是 ， 关系 到 稳定 性 ， 
| 误差 估计 和 误差 界 ， 有 许多 未 解决 的 问题 . 


问 是 


1. 在 区 间 [0, 1] 上 积分 了 = y, y(0) = 1, 利用 如 下 方法 ; 
(a) 中 点 法 则 (等 式 2.5); 
(b) Heun 法 则 (等 式 2.8); 
(c) 梯形 法 则 (等 式 2.7)。 | 
在 这 些 方 法 的 基础 上 ， 进 行 多 项 式 外 播 ， Br FA KĘ h = 1, 1/2, CEE 
1/3,1/4, 1/6, 1/8，1/12， 并 依据 假设 : 解 是 缺 线性 项 的 关于 大 a 
ROR Bes RAL 如 RO, RTI? | 


2. 如果 使 用 由 算式 (6.4) 所 给 出 的 那 种 多 项 式 外 插 。 列 出 一 个 类 似 于 ， 


表 6.1 的 表 , 如 果 比 值 久 /hh+s 是 2 且 假 设 (2 Ay) 的 合 人 误差 < 
2ie, 说 明 侈 人 误差 的 最 坏 情 况 .， 

3. SAR y' = —2"y, y(0) =1, 在 区 间 [0,1] 上 使 用 多 项 式 外 插 且 | 
试验 性 地 决定 方法 是 绝对 稳定 时 已 的 近似 值 ， 如 果 取 最 后 的 解 为 
Rasi 十 mS5, HRS, 由 (6.4) 给 出 ,对 于 基本 的 积分 使 用 Euler 
方法 且 所 用 的 步 长 是 21H, 

4. 在 区 间 互 用 步 长 H, H/2 和 H/4, FREuler 方法 去 确定 Re, Ro AIR: YE 
为 微分 方程 y = Ay 的 解 的 近似 值 ， 现 在 用 等 式 (6.4) HAR, G 
出 84- 平 面 上 确定 绝对 稳定 区 域 的 方程 。 


ede B 


TEE- pp ep eet trast Aeee E 


1. 多 值 或 多 步 方法 一 导论 a 


” ”至 此 所 讨论 的 方法 仅仅 要 求 微分 方程 的 知识 和 初始 值 . 
因此 ,给 出 一 个 对 yO) ASME es, 的 近似 值 ,比如 说 yaio 
”它们 已 经 提供 了 计算 y. Sy.) 的 一 种 方法 。 于 是 它们 可 以 
RRS AEE, WEIR. 但 
-它们 通常 称 为 单 步 方法 ， 因 为 它们 只 要 求 一 个 节点 的 信 去 计 
: “” 算 下 一 个 值 . 一 且 已 计算 了 数值 近似 的 许多 点 的 值 ， 可 用 它 

”_ 们 来 帮助 计算 后 面 点 的 值 ( 例 如 用 多 项 式 外 插 ), RRE 
© 一。 Runge-Kutta 方法 中 用 的 中 间 点 值 一 样 ， 来 自前 面 点 ,比如 :< 
.st 的 信息 可 以 贮存 并 表示 关于 解 在 一 tri 的 知识 .在 下 面 
+ ”四 章 里 我 们 将 要 讨论 在 i= toi 要 求 几 部 分 关于 因 变 量 的 信 
OTO BIDE, DR: = 1 相应 的 部 分 的 信息 。 因 此 ,我 O 
: ““ 们 称 这 些 方法 为 多 值 方法 ， 因 为 它们 使 用 超过 一 个 因 变 量 的 

“” 值 ， 这 些 方法 常常 利用 因 变 量 和 它 的 导数 在 个 不 同 节点 

o Bois fo 一 32 °° °s Fuk 的 值 ， 所 以 它们 通常 被 称 为 多 步 方法 ， 在 


这 种 情况 下 , 亦 称 为 步 方法 . 
在 这 一 章 里 我 人 ] 将 提出 一 类 多 值 方法 的 记 法 . 然后 研究 


多 信 方 法 的 两 个 特殊 情况 , 即 显 式 和 隐 式 的 多 步 方法 特别。 
” ”我们 将 研究 Adams-Bashforth 和 Adams-Moulton 方法 ,它们 是 这 

。 种 情况 的 例子 。 我 们 将 仅仅 讨论 单个 方程 y 一 107， 显然 
pO 全 部 情形 可 推广 到 方程 组 . 


11. 多 值 方法 


在 一 些 点 , 比如 说 ft facets … 和 加 ,点 计算 了 近似 


= o euas E - f SS ` | 


tals a aX 


TT 


值 之 后 ,得 到 信 Ya-k> Va-kt+19 °°" °s Ynis ÅYn—ks ŘYn--k+1 .. -和 


hy 我 们 利用 这 些 信息 ， 或 者 它们 的 子 集 帮 助 确定 y, M 
hy, 一 Afly,). 我 们 记 Ya 为 列 向 量 | 
[yo Yn—zs °° °s Yn—ks yn bY p—1 ied +, Aya]? 
(计算 和 时 不 用 的 分 量 抹 去 ). 一 个 多 值 方法 的 目标 是 从 y。 
和 微分 方程 求 得 对 于 y, 的 数 信 近 似 ， 其 中 y, 是 列 向 量 Lyns 


ys, vey Va-—kt15 hyn hys—1, °° » hyg], 一 旦 给 出 Yos 
可 以 重复 应 用 这 个 过 程 计 算 Vis J2» *° "5 Yn. . i 
计算 y 的 问题 , BREESE TR 


用 单 值 方法 ,但 是 对 于 要 求 有 好 的 精度 的 大 的 问题 ,多 值 方法 
比 单 值 方法 所 提高 的 速度 是 显著 的 . 因为 我 们 仅仅 给 了 y 作 


的 办 法 是 利用 一 单 值 方法 , 比如 Runge-Kutta 方法 来 计算 ya, 


Yas tts Yeon 然后 计算 by; 一 Ayd OMI <k, 因此 , 构 


成 Yi 作为 开始 值 以 便 计 算 Ye yeu, «°°. 我 们 将 假设 已 经 
使 用 了 茶 种 这 样 的 办 法 ,虽然 在 第 9 条 所 出 一 个 程序 CEA 
了 多 值 方法 的 “开始 值 问题 ?。 

一 多 值 方法 包含 我 们 称 之 为 预 估 和 校正 的 两 个 过 程 . 在 


预 估 过 程 中 ,由 ya 用 线性 外 插 计 算 对 y, 的 近似 值 ， 我 们 称 | : 


这 个 近似 为 J n.0) Hh 


Yao = By _， | | (7. 1 ) 1 : | 3 
给 出 ,了 是 任意 一 适当 的 常数 矩阵 .例如 它 可 以 是 124 页 所 示 


的 其 中 a, Bi, 7 和 2 是 常数 , 使 得 
> (aiyns + Bhysi) 
是 对 ya 的 近似 且 


k. 
>> CriVn-i + Ohys—i) 
imi . 


ee 
ior 


5 Lae pe 


OH BBA RZ HIE y ” 


Tia 


是 对 hy, 的 近似 . 


Yso) 1 | Va-1 
Ja-ı 0 ! Va-2 
° N i 0 ” 
. 0 | 
0 
Ya-x+1 | = | 人 yk 
me | [MM aji ON hye 
ede 0 : 
jp -tri : 0 | Jp- 


预 估 过 程 不 以 任何 方式 使 用 微分 方程 ， 所 以 , 如 条 在 t = 
n 它们 不 满足 微分 方程 P 可 以 用 校正 过 程 校正 近似 值 . 微分 
方程 写成 为 
0 = Gly.) = — (Ia) + AFCO) = = — hys + Mads o 
”这 里 我 们 用 (y), 表示 向 量 了 的 第 i 个 分 量 ( 向 量 从 0 开始 标 
B). Yao 不 满足 微分 方程 的 量 是 GCCy。.o)。 一 疝 量 乘 以 这 
个 纯 量 加 到 Yno 按照 下 面 过 程 : 
yo = Yao + CGCYn,0)) (7.2) 
来 校正 它 2 对 固定 的 迭代 次 数 或 者 在 Yori 没有 进一步 改变 
以 前 可 以 用 
| Yasemin = Ynn + CCV nim), m 一 1, 2,°°* (7.3) 
”重复 这 个 过 程 . 然后 对 y。 所 使 用 的 值 是 y,,0w， 其 中 以 或 者 
”是 国定 的 或 者 是 达到 收敛 的 足够 大 的 值 ， 即 使 得 对 所 要 求 的 
精度 而 言 ， GCy。aunD) AS. 我们 说 M 是 校正 迭代 的 次 数 。 


7.2. 显 式 多 步 方法 Adams- Bashforth 方法 


假如 也 有 上 面 给 出 的 形式 ,具有 Yi 一 8 一 0, 1 <i<h 
” 且 向 量 e 的 所 有 位 置 上 ， 除了 第 《个 置 1 外 ， ENS. 在 这 种 


124. 


Le 
R 


情形 ,(7.1) 是 
Yno = > (a; Yanai + Bad)» 


py, (0) = 0, 
同时 (7.2) 给 出 
Yast) = yo) 
hya = hfCyn,c0)). 
附加 的 选 代 (7.3) 没有 更 多 的 效果 ,所 以 ， 我 们 可 以 取 M=1 
且 得 到 . 


= > (ai ns + Bihia) l (7.4) 
Ya = Afya). 


ARABAIDD, AA ew NT RIBAS A 


的 ? 和 它 的 导数 值 计 算 y 和 hy, 的 显 式 方 法 . 每 一 步 它 仅仅 


要 求 一 个 向 量 内 积 和 对 f 的 一 次 求 值 . 
Adams-Bashforth 方法 [Bashforth 和 Adams (1 883)] 是 这 种 7 


方法 的 特例 ， 


我 们 按 三 种 不 同 的 办 法 来 推导 它 ， 为 后 面 更 加 _- 般 的 方 


法 的 讨论 打下 基础 .最 简单 的 推导 是 通过 如 下 积分 的 办 法 , 积 。 


y=, =f) - 
得 到 7 

| yds = 人” fad 
或 者 E 


yCt,) = Ytra) + 1” tle)de, - (7.5) 


我 们 可 以 通过 一 些 在 i= ta ta 的 已 知 值 ， 比 如 说 


ny °° Fi — HS AKENE. 我 们 将 使 用 Newton 
©1256 ”| : 


” ”向 后 差分 公式 [ 见 Hildebrand (1956), $4.3 W]. MUR IG) A 
， ”连续 的 不 阶 导数 ,如 一 如 十 mop, fm = Ktn), 且 向 后 差分 用 
| | Vite == Valna — V Imi . | 
SHV, = te, BA 


IO = fa + 人 ij +E tp) tai) ta 


| — g .Cr 一 Nfe 
“f- « "十 (s tm) Cz Ena h42) (k— 1) A | 


+t 一 如) G— tans MED, (7.6) 


其 中 (PE) OARS, EOS te Ate OK 
由 的 基点 求 什 ， 如 果 令 s = (t — tu )/h Hm =n — 1,(7.6) 
RR 


oe oe 


De Ga Tha t (—1)tA a) fC 9 


Dr ees 
o “把 它 代入 到 (7.5), 我 们 得 到 


Wt) 一 Xe 十 人 È (一 D G yot 


nm," 7 =O 
. + (一 De 人 o] di 
或 者 | 
| k-1 | 
Yta) = Jie + h 之 yi 六 十 (一 Dtkt 
~. jmp 


Fe merra e a r e e m 


x f (G) y+ EJds, g CI p 
其 中 a | E 
《一 (人 | (7.8) 

riı= (—1) ("( Jas. 7 ( 8) 

如 果 忽 略 (7.7) 中 最 后 一 项 ,我 们 得 到 不 步 Adams-Bashforth 公 
式 : | | | 


k-i , ' 
In = Ya F b>, ViV'fante (7.9) 
j=1 . 


它 利 用 在 taa 的 值 和 在 na 的 导数 的 向 后 差分 表示 ys) 在 
+, 的 值 的 近似 . 利用 前 面 许多 点 的 信 可 以 表示 向 后 差分 ， 利 
用 公式 : 


Tha = > CD ($ ) tere 
这 样 ,C7.9) 可 以 再 表示 为 l 
Ya = Yna 十 1 Bufas (740) 

其 中 | a oe 
= (-1) >= A 小 | 0711) 


= 一 | 


方程 《7.10) 利用 在 tats Inas "fnk 的 信 BRR ys, 所 以 ， B ; 


它 被 看 作 是 不 步 方法 ,虽然 我 们 也 可 以 称 它 为 《十 工 值 方法 ， 


因为 在 计算 中 利用 了 关于 解 的 性 质 的 十 工 项 信息 . 当 我 们 
S a = 1, a = ag m -e =a, =0 和 bi = By: KT, 它 就 相当 at 
于 (7.4)， 通 过 构造 一 个 f 的 差分 表 , 公式 (7.9) 可 以 用 来 代 © 


S (7.10). 两 方法 是 等 价 的 ,不 同 点 仅 在 算术 运算 的 次 数 和 合 。 “ 
入 误差 方面 。 这 些 论题 将 在 第 9 章 讨 论 . | : 


以 后 我 们 正式 定义 局 部 截断 误差 是 真 解 和 从 精确 值 开始 : 


SHRM ZOE, RRB M, 阶 Mies 


` (427 


canary natia y RT ariei I 
cr em heal ers eer! Ar 


一 —_—— oe ea . 
- ca a a. oe 
i 


”因而 二 阶 公式 是 


4 


得 局 部 截断 误差 为 0(#+D HORE. BAT Bl k  Adams- 
Bashforth 方法 的 阶 是 因为 从 (7.7) 到 (7.9) 中 被 忽略 的 项 
BOCA), BEER, KE kii, EPER f 的 一 次 求 
值 。 这 大 大 不 同 于 象 R-k 那样 的 高 阶 单 步 方 法 . 

例子 


从 (7.8) 我 们 看 到 


1 
Yn = Yar +h (f + 2 Vi) 


或 者 . 
Vn = Yn + h (2 fai 一 > fa-2). | | (7.12) 


用 下 面 的 FORTRAN 程序 从 X0) 一 1 到 :一 1 积分 方程 y 一 


ny, HAAR Teka, 2,*…,7， 结 果 表 示 在 表 7.1 中 ， 


7.1 用 二 阶 Adams-Bashforth 方法 积分 y= 一 了 
, 
H Y o BRŽ RÆ/H**? 


0.50000E 00  0.40163E 00 —0.33753E-01  ~-0.13501E 00 . 
0.25000E 00 0.37628E 00 —0.83983E-02. .—0.13437E 00. 
0.12500E 00- 0.37014E 00 —0.22579E-02  —0.14451E 00 — 
0.62500E-01 0.36846E 00 —-0.58228E-03 —0.14906E 00 - 

”0.31250E-01 0.36803E 00 —0.14663E-03 -0.15015E 00, 
0.15625E-01 0.36791E 00 —0.34988E-04 —0.14331E 00 
0.78125E-02 0.36788E 00 。 一 0.47684E-05  —0.78125E-01 

WRITE(6,4) 


pO 2K =1,7 
H = 2.0**(—K) 
N = 2**K 一 上 


。 128。 


-ee 一 一 一 一 rr | 


Y 一 EXP(—H) 
FOLD = —H 
DOI = 1,N 
F = —H*Y 
Y = Y + 1.5*F —0.5*FOLD 
_ 1 FOLD =F 
ERROR := EXP(—1.0) — Y 
ERRBYH 一 ERROR/H**2 
2 WRITE(6, 3)H, Y, ERROR, ERRBYH 
RETURN 
3 FORMAT(4E20.5) 
4 FORMAT(‘1’, 13X, ‘H’, 19X, ‘Y’, 17X, ‘ERROR’, 13X, 
‘ERROR /H**2’/) 
END | 
从 最 后 一 列 可 以 看 出 ,结果 的 误差 是 OC 1?) (Œ IBM 360 
上 按 单 倍 精度 进行 这 个 计算 时 ， 最 后 4 的 突然 减少 是 由 于 会 
人 误差 磁 巧 抵消 的 缘故 ,这 舍 人 误差 大 约 是 10.) 


7.2.1. 系数 的 生成 函数 


方程 (7.8) 和 (7.11) 可 以 用 来 确定 系数 y; 和 Bas 但 是 
它们 并 没有 给 出 景 方便 的 形式 。 而 生成 函数 的 方法 通常 是 最 
方便 的 .用 | | | 
| G(z) > yit 


j=0 


定义 函数 GO). | 
le] <1 求 和 是 绝对 收敛 的 ， 因为 根据 (7.8) yi 委 1 因此 


co = XO wE P) astey | 
= (SoZ )a 


e129 


-= | (1 一 31d5 


-ga p! 一 DR 


4 | 
(1 — #) log 1 — 4) 
所 以 

1 一 + 


6 t atip Ve + rt + rat + ne) 
| ml ttt et eee, | 
使 ” 的 系数 相等 ,我 们 得 到 


1 . 
7 土工 y th tea be + 1 


Yo = 1, 


2 3 mm 十 1 
这 提供 了 系数 的 递 推 公式 . 用 它 得 到 下 面 的 yn 的 值 : 
%7.2 Adame-Bashforth 方法 的 系数 


将 这 些 值 用 于 〈7.11), 我 们 得 到 pu 的 下 面值 : 


表 7.3 Adams-Bashforth 方法 的 系数 


i 


应 该 注意 ， ASM by AE 它们 将 有 放大 全 一 合 人 误 = oe 


ABR, | 
7.2.2 推导 Adams-Bashforth 方法 的 另外 两 个 办 法 


推导 方法 的 一 个 办 法 是 待定 系数 法 . 候 定 这 方法 的 形式 ， | 
比如 说 是 


Ya = yat + Abia + Bafna KASI LH 
并 且 选 取 a 和 ê, 使 得 用 ya 一 15 fat Alf —2 的 正确 值 由 (7.13) Loe 
所 计算 的 y, 值 与 真 解 相差 尽 可 能 的 小 。 在 这 种 情形 ,我 们 希 


ARZE OC), MU, RRA OCH) 余 项 的 Taylor BB 
展开 Yna) A y Cina), ii 


tn =a, Ee ) 一 hy’ Ci, +5 ~ yr ) + E 


x i (1 + 7 yyOCr, + es + B,h 
Je : 


| R 民 +.) by) f a+ Ly Ct 十 ch)ée] | & 


+ Boh | y"(44) — 2y” Caa) 


一 | 《2 H TyC + rh)dr| > 4) o 
0 ， . . | | | : 


使 加, A T K TRS, 我 们 得 到 


1 1 0 | 
oj/=|-1 1 
1 _ 
LO 一 一 —] 
有 解 
3 1 
a = 1, b= > = — 7 


如 所 期 望 的 一 样 , 它 导出 二 阶 的 Adams-Bashforth 方法 ， 导 出 
这 些 方程 的 一 个 更 简单 的 办 法 ,是 要 求 方法 对 所 有 的 二 次 (对 
这 种 情形 ) 和 小 于 二 次 的 多 项 式 是 精确 的 ， 于 是 ,我 们 可 以 将 
y= 1,s 和 ?代入 阔 数 中 ,其 中 :一 (1 一 1。)/h。 显 然 这 与 要 
R Taylor 级 数 前 三 项 抵消 的 办 法 是 等 价 的 , 且 导 致 同样 的 方 
B. . 


= 7.2.3. Adams- Bashforth 方法 的 截断 误差 


”我 们 为 什么 要 考虑 推导 这 些 公 式 的 不 同 办 法 ?最 后 的 办 
BERS ET ERM RTE. PINE STARR 


形 如 
= De 十 >? Bifa- (7.15) 


的 一 般 方法 的 系数 ， 同时 或 许 是 生成 和 6 必须 满足 的 线性 


方程 的 最 简单 的 办 法 (后 面 我 们 将 看 到 ,其 他 考虑 也 许 会 限制 
在 选取 co 和 8 系数 方面 的 自由 度 ). 、 、 

第 二 个 方法 可 能 给 出 方法 的 局 部 截断 误差 的 界 ， 它 可 以 
应 用 于 类 似 (7.15) 的 一 般 方法 . 如 果 在 Taylor 级 数 方法 中 使 


用 余 项 定理 的 积分 形式 ， 则 可 得 到 余 项 的 一 个 精确 形式 ， 例 


如 从 (7.14) 我 们 有 
ICa) 一 My Cta) — ALBY Cta) + by! Cena) 
= £ ii Call + rP — 26,01 + 7) yOCe, + hydr 


o = [T 282 + ys + riar], 
0 


WEIN LOG), 我 们 有 


LODI = Ë h7 CEI, + ra)ar|, 


no ag i 7 . 
w aoii, . 

Mt i : 

ar f 132e 

a. 

+ ` 
y . 

A 


aCi + ry — 26,(1 +7) — 262 + r) 
G(r) = 0>r>—-t, 

-282 +t) —l>re—2, 
”因此 ,局 部 截断 误差 以 


ILODI < ar 1GCeD| 17 Cty 十 如 dr 


<—#|\" GD 1yG@)| 


或 者 
ILODI S MAP] yOCE)| (7.16) 


ae 
M E IGCT) | dr. 


对 于 Adams-Bashforth 两 步 方 法 ， 
G(T)=r 0>r>—l, 
Glr)=2 +r  —l1 >r 2—2, 
因此 
5 1 
M= 一 二 人 GC lar ~ 2, (7.17) 
推导 / Adams-Bashforth 方法 的 第 一 个 方法 直接 给 我 们 这 个 
界 。 引 用 (7.7) 中 使 用 的 Newton 向 局 差分 的 余 项 形式 ， 我 们 o aa 


得 到 


LD = C1 yee ("CY Es, 


“其 中 二 是 * 的 连续 函数 ， 因 为 ( 7’) 在 [0,1] 中 不 改变 符号 ， 
我 们 看 到 依 第 二 中 值 定理 , LOG 取 形 式 
(—1)*Ae? |( k ) yAE(s) ds 


2133 : 四 $ 


Ov x 


Conny Cae 
= YE) Beis eds (7.18) 


这 是 误差 的 一 个 精确 表示 式 ， 它 可 以 转换 成 界 《7.16)。 对 于 
形式 为 (7.15) 的 一 般 方 程 ,我 们 总 可 以 得 到 一 个 类 似 于 


O CIO 的 误差 界 . 可 惜 的 是 象 在 (7.18) 那样 包含 导数 的 误差 


精确 表示 式 仅仅 对 于 某 些 方法 能 够 给 出 . 但 是 ,通过 在 Taylor 


| 级 数 中 带 有 一 附加 项 和 高 阶 余 项 的 办 法 ， 我 们 总 可 以 得 到 形 


RA 
| Contig” + oat) 
的 误差 项 。 在 一 般 情况 下 ,从 
Lk) .| 


Cia, = . 
O BCRA), 


(7.19) 


Ci+l 能 够 容易 得 到 。 


— ”7.3. 隐 式 多 步 方法 Adams -Moulton 方法 一 
RRES (7.2) FI (7.3) 中 的 向 量 e% 83, 0,*…,0， 


1,0; r, 其 中 1 出 现在 第 区 个 位 置 上 ,由 (7.2), 
Yaa) © YC0) + Bo o CACY. sor) — hy fe co) f 


= ~ Ste — 6 rien + (6; 一 638; )hy 2-1] 
t+ BTA Yao) 


| af = a; — BR yi, Br = Bi — Pidh 


po 因此 ,由 (7.3) 和 (7.20) 得 到 


Ya.) 一 PKC ar + BP hy,—1). + BT AIC Yno), (7.20) | 
| ist . | oe 


hy’, (mti) = HC Ya, cn) l 
Valmet) = nem) F Bo o CASCy,? im)) 一 hy’, im) 


= Ym, (1) + Bo CAiCy, (m) = hyn, ay) . (7. 21) _ 


= > (af Ysi +e; hyni) + BU ALC ys cm). 
MR (7.21) ARCA, ROBS 
Ya = > CoP yami + BFRY ni) + PFK) 


方程 (7.22) 定义 了 一 个 隐 式 的 多 步 方 法 ， 它 是 隐 式 的 , 因为 _ 


”方程 (7.22) 由 于 含有 函数 f 而 是 一 个 非 线性 方程 , 并 且 必 须 
对 y。 求解 。 预 估 - 校 正 过 程 (7.1) 和 (7.3) 是 一 个 求解 的 办 


: 法 。Adams-Moulton 方法 [Moulton (1926)] ARANAN E < 


个 特例 . 
| 可 以 用 许多 方 法 来 推导 它 . 最 简单 的 方 法 是 在 (7 6) 中 
& m = n AA (7.5) 得 到 


Hin) = ter) + | lec -Di 人 +) Vite 


| A CD A ) yeme) a ds, 
由 此 我 们 得 到 方法 | 


二 一 全 


ys T Yna + p> Yi iV'fes l | (7.23) a | 


m 
s, 站 一: +1 
7 of oe ae 
利用 第 二 中 值 定理 ,误差 项 是 | 
1 /—s +1 
. | Akh —1)* 全 A ) rs)as z TERE yen), 


3 


. | 用 fas frumis fs—2s °° RE V'fas 我 们 得 到 


* k-11 
Yn = Yna F D? Chifa—ts 
izo 
其 中 
kyj 
ph = (-1 (at. 


jas 


-Henrici (1962) §5.1.2 对 于 v7 ( 它 可 以 利用 生成 函数 得 到 ) 


ee UT FRO: 


47.4 Adams-Moulton 方法 的 来 数 
m 0 i 2. 3 4 5 
六 1 - -k -k ee) See 


87.5 Adams-Moulton 方法 的 系数 


i 0 1 2 3 4 5 
名 1 . 

2p%, 1 1 

122$, 5 8 ~1 . 

248%, 9 19 一 1 | 

7209% 251 646 —264 106 -1 

1440p%, 475 1427 —798. 482 ~173 27 
m gD 


在 Adams-Bashforth 和 Adams-Moulton 方法 之 闻 存 在 三 
”个 要 注意 的 重要 差别 。 第 一 是 后 者 的 系数 较 小 。 这 不 只 是 导 
至 较 小 的 含 人 误差 ， 而 且 更 重要 的 是 在 同一 阶 有 较 小 的 截 
断 误 差 ,因为 r 比 r DA RBTRADW yt yO? 和 


7y&btrytkttD， 第 二 个 差别 是 对 同样 的 阶 , Adams-Moulton 方法 
| 利用 较 少 的 点 的 信息 。 换 名 话说 ,8& 2 Adams-Bashforth 方法 


Fe k Brey. ig k HY Adams-Moulton FEE A + 工 阶 的 ， 为 


"01366 


了 推导 这 些 公式 ， 我 们 考虑 待定 系数 方法 时 ， 这 一 点 的 理由 
| EAA. 我 们 试验 公式 


Yn = atya +h Y BM (7.24) 


i=0 


_ 这 里 共有 k 十 2 个 未 知 数 , 所 以 ， 能 够 使 Taylor 级 数 一 致 到 


AK+ 项 和 而 得 到 8 十 1 阶 的 Adams- -Moulton 方法 。 对 于 Adams- 
Bashforth 方法 , 取 BS 一 0, 未 知 数 个 数 减 1, 所 以 , 仅 能 达到 用 
or 

7.4. 预 估 -校正 方法 


求解 隐 式 方程 (7.22) 的 最 通常 的 方法 是 预 估 -校正 过 程 é 
(7.1), (7.2) 和 (7.3). 当 使 用 多 步 方法 时 ， 它们 是 


Yno ™ > Cay + Bihys-i) 


和 


k | | 
Yaim+) = >> Caf ya: BF hyn) + BEA Y nem). (7.25) 
i=j a 


MRM (7.25) WE (7.22)， 若 了 具有 对 y 的 连续 偏 导 
数 ,我 们 得 到 
yi — Va = Bo ACEC Yn, (m)) = f(y,)) 
= gër PE) Cy, (mn) 一 In). 


因此 ， 在 我 们 感 兴 < 趣 的 区 域内 , 如 果 丰 取得 充分 小 ,使 得 


|ABCOf/Ay)| < l, 则 |In, (mt+1) T Yal < |In, (m) ~~ Yal LIRR o a 


(7.25) 将 收敛 到 (7.22) 的 解 。 实 际 上 , 预 估 yo 是 一 个 很 好 

的 近似 ,所 以 ,要 求 很 少 几 次 (二 或 三 次 ) 校 正 。 
预 估 公式 是 7.2 所 讨论 的 类 型 的 一 个 显 式 多 步 方法 。 所 

谓 它 的 阶 。 意 指 当 yaa 为 精确 值 时 。y。 对 yo 的 近似 的 阶 。 


.337， . 


校正 公式 的 阶 是 当 校正 选 代 到 收效 时 方法 的 阶 ， WERTH 


(7.22) 的 阶 . 
预 估 和 校正 公式 不 必 是 同 阶 的 . 每 一 次 应 用 附加 的 校正 ， 
在 达到 校正 之 前 ， 将 把 解 的 阶 加 1. 因此 ， 如 果 预 估 有 阶 1H 


校正 有 阶 +， 我 们 就 有 a 


1) = > [ayCts-1) + py Cs)] + OCB) 
o + OC) ( 预 估 公式 )。 E 


SoS Gs) = > [of (zs + pthy'(t,- 2) 


+ BSAC yCta)) + OCA) 
o yn + ABS [fCyC#,)) — fy,,0))] 十 oir) 
ay + OCR) + OC (第 一 次 应 用 校正 公式 7 
| 考 虞 到 应 用 m 次 校正 ， 
GD = rm OCHO) 十 ocr), | 
但 是 ,实际 上 我 们 不 希望 校正 许多 次 ,因为 每 一 次 附加 的 校正 


OO 步 于 于 导数 要 求 一 个 附加 的 函数 计算 。 通常? 取 作 * 一 1 或 
”>” 且 大 约 使 用 两 次 校正 步 [ 见 Hull 和 Creemer (1963)], 


会 出 现 三 个 独立 的 过 程 : 即 预 估 步 , 我 们 称 为 P; 根据 y 

的 最 后 值 的 导数 求 值 称 为 Es 校正 步 称 为 C。 有 一 个 用 C 步 
“还 是 用 五 步 来 结束 的 选取 ,有 一 些 理由 证 明 , 用 求 值 结束 是 优 
” 越 的 ， 这 将 在 第 8 章 和 第 9 章 中 讨论 .一 个 wm 次 迭代 的 预 估 - 
”校正 方法 称 为 PEC 方法 , 如 果 它 用 校正 结束 , 或 者 称 为 
RECI)”E 方法 ,如 果 GARR ROR (Eee 整个 方 法 天 称 为 PC 


OO JER 


o B 题 
“1. 证 明 等 式 (7.19) 前 面 的 命题 


CR ae 

ae or . 
ated CO aR - ; 
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. 推导 Adams-Mou!ton 方法 的 系数 生成 函数 。 
. (a) FAR 7, 的 生成 函数 的 办 法 ， 推导 方法 


Ys = Ve, tA 5 Yi "fas 


- imo 
的 一 般 形 式 。 
(b) 截断 误差 是 什么 ? 
- (a) 推导 方法 
k-i 
Ya = Pui + h Di Y; V "fess 


的 一 般 形 式 和 截断 误差 。 
(b) 你 能 够 提出 使 用 这 个 方法 的 任何 途径 吗 ? 


用 下 面 提 到 的 每 一 种 方法 ,使 用 计算 机 以 y(0) = 0 到 tml Fie - 


2*(k = 1，2，*… 5) 积分 微分 方程 
y= t—y + 32, 


(a) —, 二 和 三 步 的 Adams-Bashforth 方法 ; — 


(b) 一 和 二 步 P(EC)! Adams-Bashforth-Moulton 方法 CREME . E o 


估 的 阶 大 工 ); Es 
(c) 一 和 二 步 Adams-Moulton 方法 (对 ye 显 式 解 出 , AAI AFI ， 
是 线性 的 )， | 
打印 在 := 1 的 误差 且说 明之 。 
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在 前 一 章 , 我 们 研究 了 两 种 特殊 的 多 步 方法 ,它们 对 于 积 
分 许多 微分 方程 是 很 有 效 的 。 本 章 ,我 们 要 研究 形 如 


Dares hbi) = 0 | (8.1) 


的 一 般 的 k 步 方法 ， ,并 且 讨 论 稳 定性 这 个 重要 的 问题 . 
使 我 们 能 够 推导 Adams 方法 的 系数 的 一 种 办 法 ,是 要 求 
它们 对 于 阶 <r 的 多 项 式 是 精确 的 . 在 (8.1) 中 有 2+ 2 个 
未 知 数 , 有 一 个 任意 的 标准 化 因子 ,所 以 ,我 们 可 令 m 一 一 1. 
于 是 ,余下 2k 十 1 个 未 知 数 . 因 此, 我 们 指望 能 选择 < 和 8， 
使 得 这 方法 对 于 阶 高 达 22 的 多 项 式 是 精确 的 .这 是 可 能 的 ”. 
1) 候 定 已 知 yanks oy Yas Yanks s 和 5 存在 一 个 次 数 为 2k + 1 的 唯一 的 
多 项 式 通过 这 函数 ,并 且 在 :一 tan, …， 与 函数 的 导数 一 致 .这 称 为 


“Hermite 内 插 公 式 ,并 按 如 下 的 方式 给 出 令 
PCE) = (E — tank) lË — fe) 


及 
中 二) = co 
HZ, 
P(E) = > SED, [Orm — EG 2D) et] 


是 所 要 求 的 多 项 式 ， 这 由 代入 可 以 看 出 。 如 果 Et 的 系数 为 零 , 则 有 一 
个 次 数 为 2k 的 多 项 式 通过 诸 点 yn- 及 其 导数 yri 系数 为 零 的 条 件 是 
使 ys 和 ys 的 值 与 其 他 的 yr -i 和 Ya- ee) 如 果 
_ l : Vai = 0, 
2 Pilta) (n2 h 2 ni — Tn > 


WEN RAAF. MRS 


1 


2 
aj 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 
Pilts i) 名 Lami — Inu 
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但 是 我 们 以 后 会 看 到 这 样 的 方法 对 于 >? 是 毫 无 用 处 的 ， 
4k=2h, 仅仅 在 某 种 程度 上 有 用 . 如 果 我 们 只 涉及 到 局 
部 截断 误差 而 且 问 题 又 具有 变化 性质 好 的 导数 ， 则 总 是 想 用 
最 大 阶 为 1 的 和 步 方法 ,可 是 ,我 们 以 后 会 看 到 ,对 于 > 2, 
这 样 的 方法 由 于 不 稳定 性 的 缘故 ， 使 得 在 一 步 中 产生 的 小 的 
截断 误差 在 后 面 的 各 步 中 被 放大 到 不 可 接受 的 程度 .但 是 , 却 
存在 阶 为 十 1( 例 如, Adams-Moulton 方法 ) 以 及 若是 侦 数 
阶 为 + 2 的 稳定 的 不 步 方法 . 

我 们 已 经 讨论 了 使 方程 (8.1) 对 于 各 种 不 同 阶 的 多 项 式 
为 精确 的 问题 ， 在 上 一 章 称 它 为 方法 的 阶 ， 下 节 我 们 讨论 多 
步 方法 的 阶 的 含义 ， 然 后 转向 最 大 阶 二 步 方 法 的 分 析 来 了 解 
稳定 性 问题 。 本 章 最 后 考察 三 步 方法 类 。 以 便 了 解 精 确 度 和 
稳定 性 两 者 间 折 庄 的 可 能 竹 . 


8.1. 多 步 方法 的 阶 
定义 
k 
LCt) ) = 2 Ca;y(t — h;) + 16 Ce — hi)). 


及 


bi 一 
FGN 本 了 
则 这 些 与 (8.1) 的 左 端 等 价 。 对 于 这 些 < 和 8 的 值 ,次 数 为 2 或 小 于 2 
的 任意 多 项 式 都 满足 (8.1). 必 须 证 明 wo 关 0. 这 是 显然 的 ,因为 polts) 半 
O,M1/Ctn — te) >0, WF ial. AA 如! (RID? R a Fi B, RS fx 一 
ty = ACG 一 中 ,我 们 得 到 


rk 
a = 2(" ir: jz AT ' , (8.2) 
2 1 l , 
-2(;) 7 :一 2 1 
Ry 
b= -(;). 


e 14h 


其 由 


| 在 第 7 章 我 们 知道 能 够 选取 a Rip 使 得 关于 y 的 Toyo 
级 数 的 若干 项 为 零 ， | 
| 定义 8.1。 HL, 的 阶 为 满足 下 还 条 件 的 ， r 的 最 大 数 : 
如 果 y(z) 有 连续 的 > 十 工 阶 导 数 , 则 
Li) = OCF"), (8.3) | 

O BBE y 有 连续 的 * 十 2 阶 导数 , 则 能 够 用 余 项 为 OV) 
的 Taylor 级 数 代替 y Ay’, 如果 按 如 , 及， 大,'… hH 诸 项 进 
行 整理 , 则 得 Be 


LiCy@)) = 5; Chry OC) + oa), o 


Do | 4 一 0， 
C, — ezo iy >, l en Se: = (8.4) 7 
o 2 q! | tu- | aah 


REDE C, = 00g <r) 是 确定 7 - 阶 方法 的 方程 我 们 注意 
“Cm 仅仅 依赖 于 方法 的 系数 ,不 依赖 于 y 或 展开 点 :。Crn 是 


Ly SRNR RB, 方程 (8.1) WU Ly 可 以 乘 上 任意 常数 . 
”在 第 10 章 将 证 明 ,每 步 所 引进 的 截断 误差 总 和 是 


Lr htiy OHD) 十 o( Art), 


> Bi 


i= 


因此 ,很 自然 比例 因子 取 成 使 | 
oe 
Da 1, 7 (8.5) 


我 们 将 假定 当 讨论 误差 系数 C 时 ,有 4 已 是 标准 化 的 了 . 
如 果 使 用 阶 为 + 的 方法 来 积分 一 个 方程 ， 其 解 是 次 数 不 
超过 * 的 多 项 式 ， 则 解 将 除了 会 人 误差 外 是 精确 的 ， 因为 截断 
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误差 是 > Chy?) 一 0。 但 是 ， BBE 8.6 就 可 说 明 在 


某 些 情 形 舍 入 误差 可 以 破坏 这 个 解 。 阶 只 是 告诉 我 人 门 局 部 截 
断 误 差 如 何 按照 4 的 函数 来 变化 , 而 系数 Ca. 却 给 我 们 一 个 
方法 来 比较 具有 辐 样 阶 的 两 个 不 同方 法 中 的 误差 . 


阶 + 和 误差 系数 Ca. 可 以 按 如 下 更 方便 的 方式 来 表达 。 


定义 多 项 式 
Rk 
KE 一 Dake, 


o(E) = > Bet, | cs 6) 


p。 和 0 最 大 次 数 是 方法 的 步 数 . 通常 9 的 次 数 过 b 的 次 数 .如 
果 严格 的 不 等 式 成 立 , 则 方法 是 显 式 的 . 考 谍 函 数 )C) = e", 


LOG) = > (ay + MB Je 


一 > ea- gy, + hi8;)C eh et 


一 6 ART Ce) + hhoCe™)], (8.7) 
. AJAZ r 阶 的 ,又 因 e*t = 1 + oCh), 所 以 
Li) = Cnp ty? + OCRE) 
= CCA) te 十 OCR) 
= Cia hd) HCR 十 OC Art), (8.8) 
因此 ,由 (8.7) 及 (8.8), 得 | 
— pCe*™*) + hho e**) = C, pl hA yT + our). (8.9) 
记 4A = log (1 + 2) 并 注意 AA =z + Olze), 于 是 
eC 1 + z) + log(1 + z2)oC1 + z) = Cz! + O(2"*?), 
| (8.10) 
从 而 方程 (8.10) 十 方法 具有 阶 为 ” r 的 一 个 必要 条 件 。 它 也 能 


3 


看 成 是 一 充分 条 件 ,只 要 注意 ,由 它 可 得 
Lle”) = ` C Cha )te" = OCR), 


这 又 意味 着 Co= CH: = C, =, 
如 果 方 程 标准 化 使 得 (8.5) 是 真确 的 ， 则 1) 一 1. kz 
开 (8.10) A = WARM, 我 们 得 到 
e(1) + zp(1) + Ool?) + [z + OC27) J [oC1) + oe) 
= (1) + z[p’(1) + ol1)] + OC’) 
| = Cpp t! 十 OC2"*), 
由 此 得 知 ,由 阶 之 0 可 推出 p(1) = 0, ARPS 1 可 推出 p《 了 0) 十 
oll) = 0, 


. 8.1.1， Bi a, 6 的 一 个 确定 另 一 一 个 
如 果 给 定 多 项 式 c， 则 方程 《8.10) 表示 如 何 能 求 得 次 数 
为 让 的 唯一 多 项 式 op(5) 使 方法 具有 阶 Sk. > r(s) 为 由 log(1 
+2)-o(1 + z) 展 式 中 zi(0 <j; <k) 的 项 来 得 到 这 个 多 项 
式 ， 因此 ,给 出 CE) H rE — 1), 
例 . E 
WR CE) 一 2 一 二 ,一 2, 则 得 | 
| pA +2) = — log G1 + (Ža + z) 一 +) + O(2*) 
=h- Geta) + 0G 
= 一 z 一 22 一 tt 
FÆ, oE) 二 E + E, 这 给 出 一 = Adams-Bashforth 方 


“法 | ` 


3h, kh, 
Ae Yea — 2 7y 呈 一 0 
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相反 , 如 果 CE 给 定 , 则 存在 次 数 为 《的 OED, 使 得 这 方法 
的 阶 Sk + 1.46 r 二 名 十 1 的 情形 ,用 log(1 + z) 除 (8.10)， 
得 到 


o(1+z) = | ere) Carre +0Cet)|, 
log (1 + z} z 


AA z/log(1 + 2) Æ z = 0 是 解析 的 , MELEÆ k > 0,pC1+ | 
z)/z Æ z = 0 附近 也 必定 是 解析 的 。 这 就 是 说 ， : 


k 
e(1) 一 > a; = 0, 
j=0 


所 以 ,通过 如 下 方式 我 们 能 求 c: 即 令 oe) 等 于 
i i = ç Atz) 
log(1 +z) z 2 
的 展开 式 的 aK0 <j <k- DW MBI) E o 
例 ， | wae 
a lE) = —E + Ek = 2, 则 得 
Cl + 2) — +2) 


3 -oll + = + OC2? 
7 ( z) log (1 + z) | (2?) 
一 十 > +o 
。 z 
-7 t3 
z 2 2?\ 
= (1+ (1+2-2+=)+0 s 
( z) > 了 十 了 了 (2°) 
。 
2 
= 1 + 22422 
2 12 
5 5 2 =~ 1 
x 一 二 (1 十 os 十 和 (1 十 os 一 二 
TA 2 十 二 ) 3° 7 
2 FB 0G) 一 方 加 + 过 86 一方 ,这 就 给 出 三 阶 Adams-Moulton 
3 E i 
方法 : 


e143. 


be te tere ee er rept 


l 5 , 2 r ) ，， 
—y, + anit Ayn + TA 一 一 万 
y Ya-1 -127 3 Y a- 12 Vu-2 


8.1.2. 方 法 的 主根 
如 果 把 多 步 方法 应 用 到 y = hy, 则 得 递 推 关系 式 | 
LG + RAB ys = 0, 
。 这 各 形式 的 方 各 的 通 解 将 在 第 10 章 详细 讨论 这 里 只 要 注意 : 
”如果 十 方程 
Say BABE = AE) + ha(€) = 0 | 
的 一 个 根 ， 我 们 能 够 找到 形 如 y = 45" 的 解 . 由 于 y = dy 


的 解 是 y = 4e* 一 4(ew)"; 我 们 期 望 一 个 根 为 o 的 近似 ， 


使 得 yn 能 够 近似 yC1。)， 我 们 称 这 个 根 为 主根 Cprincipal root) 


OOo Go FABR E APA AEP, 这 些 根 称 为 “附加 * 根 (extraneous 


roots), 附加 ” 根 的 大 小 影响 方法 的 稳定 性 ,这 将 在 下 节 通 过 


一 个 例子 来 讨论 . 


可 以 证 明 , 如 果 p a? x 0, , WERE 


ë, = ef — r+. (aay 十 Oh +), (8.11) | . 、 


re ) 

E 设 有 一 个 形 如 e+ y 的 根 ,其 中 7 待 确定 ,我 们 有 

l 0 = pe” + y) + haole™ + y) 

= oe") + yp Cet) + hahoCest) + Olr? + rh). 
考虑 到 (8.9) ,我 们 可 把 它 写成 

0 一 Cpa Chay" + yp C(e) + OCA") + olr’ + yh). 


因为 wCea) = oC + OCD) = oC) + OCA), 由 此 ,如 果 
-o np) 0， 则 得 出 形 如 (8.11) 的 主根 。 若 > 之 1, BES 8.1 


”未 尾 证 明 过 pC1) + o(1) 二 0， 为 了 标准 化 , 我 们 已 经 要 求 


oD = 1, 于 是 ,最 后 可 以 写 


01466 | . | o a 


E, = e + Ca Chay + ocr?) (8.12) | 
8.2. Milne 方法 
”为 了 得 到 最 大 可 能 阶 的 二 步 方 法 ,我 们 要 求 Co 一 C= 
x Cı = C, = C, = 0 RH (8.4) & 7 
| Gy) + a, + a, = 0, 
一 一 2a, 十 bo + B+ p= 0, 


< Oy 4a, | 
p+ 52 — Bi 28a = 0, 


31 31 2) 2! ° 
a lm _ Pr __ 8h o 
4! 4 31 31 " 


a 2677 BEA HR oy = 一 = 一 1, a = 0, = B=, i= 


0.2202604687E 05 


| 0.71484E 00 


k 8.1. y = y M Milne 方法 的 解 
x 时 间 3 误差 
0.0 0.1000000000E 01 0.0 
0.1 0.1105171204E 01 C 
0.2 0,1221402168E 01 —0.95367E-06 
P 03 | 0.1349857330E 01 —0.95367E-06 
0.4 0.1491822243E 01 —0.19073E-05 
0.5 0.164871 78S0E 01 —0.28610E-05 和 
0.6 0.18221 14944B 01 —0.38147E-05 i 
0.7 0.2013747215E 01 一 0.47684E-05 ae 
p 0.8 | 0.2225535393E 01 —0.41684E-05 | Ong 
0.9 — 0.2459595680E 01 —0.66757E-05 re 
1.0 0.2718274117E 01 —0,66757E-05 SE 
2.0 0.7389023781E 01 (0.95367E-05 . es 
3.0 .0.2008541870E 02 0.10681E-03 o 
4,0 0.5459768677E 02 0:47302E-03 eg 
5.0 0.1484117584E 03 0.19989E-02 a 
6.0 0.4034238281E 03 0.65918E-02 E 
7.0 0.1096617187E Q4 0.21729E-01 . . 
8.0 0.2980913330E 04 -0.74707E-01 E 
9.0 0.8102945312E 04 0.23047E 00 
10.0 


二 ,由 此 得 出 
Yn 一 Ja- 十 一 > Ke 十 Afa + fa—2). (8.13) 


aE 第 所 说 的 Milne tk, 而 且 可 看 成 是 与 Simpson 求 积 
法 则 类 似 的 方法 。 在 下 面 的 例子 中 , 用 Milne 方法 利用 步 长 


h= 0.1, 从 y(0) 一 1 到 :一 10 积分 y = y, He = 000.1)1 


和 :一 2(1)10, 计算 结果 和 误差 已 列 于 表 8.1. 对 于 较 小 的 计 
算 量 来 说 ,精确 度 是 好 的 (y(0.1) 的 值 由 指数 子 程序 计算 ,在 
IBM/360 机 器 上 按 单 精度 完成 ， 大 约 给 出 七 位 十 进位 数字 )。 


与 此 相反 , 表 8.2 列 出 了 从 y(0) = 1 到 := 10 用 同样 的 步 长 


积分 方程 y' = 一 y 的 类 似 结果 , 其 最 后 答案 仅 保留 一 位 十 进 
要 好 .显然 ,这 个 特殊 方法 对 第 二 个 问题 不 那么 合适 . 为 了 看 


家 38-2. 用 Milne 方法 求解 y 一 一 > 的 解 


时 间 了 RE 
0.0 0.1000000000E 01 ` 0.0 
0.1 0.9048374295E 00 00 | 
0.2 0.8187311888E 00 ”0.35763E-06 
0.3 0.74081853601E 00 -0.23842E.06 
0.4 0.6703208089E 00 0.65565E-06 
05 0.6065312028E 00 0.41723E-06 
0.6  0:5488125086E 00 O.71486E-06 
0.7 0.4965859056E 00 0.47684E-06 
0.8 0.4493299127E 00 0.83447E-06 
0.9 0.40657025S58E 00 0,47684E-06 
1.0 0.3678804040E 00 0.83447E-06 
”2.0 0,1353359838E 00 —0.5960SE-07 
3.0 0.4978756607E-O1 —0.20781E-07 
40 0.1831618324E-01 0.23097E-06 
5.0. 0.6738595665E-02 0.49546E-06 
6.0 0.2479620045E-02 0.79698E-06 
7.0  0.9130710341E-03 0.11637E-05 
8.0 0.3371220082E-03 0.16459E-05 
9.0 0.1257221593E-03 0.23067E-05 
0.4862506466E-04 
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看 选取 特别 坏 的 步 长 的 情形 ; 用 4 一 107G = 1,2,5) | 
积分 同一 问题 , 结果 在 表 8.3 AH. | _ 

EK RELA AMOR MD. B 
然 , 即 使 积分 很 少 几 步 , 舍 人 误差 也 是 不 可 忽视 的 


8.3. 对 y = -y, yC) = 1 M Milne 方 


法 求 得 的 y(10) 的 值 
h y l Re 
0.10000E 00 0.4862SE-04 ` —0.32251E-05 
0.10000E-01 0.48211E-04 — 一 0.28114E-05 
0.10000E-02 0.38639E-04 0.67607E-05 
0.10000E-03 0.32934E-04 一 0.37534E-04 


0.10000E-04 0.57846E-04 —0.12446E-04 


8.2.1. 对 于 3 y = hy Milne 方法 的 稳定 性 


显然 , Milne 方法 的 误差 当 1 一 一 1 时 是 增长 的 ,这 样 自 
然 认 为 是 稳定 性 问题 。 我 们 来 研究 在 一 步 上 对 数值 解 的 扰动 
带 给 以 后 诸 步 的 影响 . 在 (8.13) 中 令 = dy, 并 考虑 (8.13) 
SPAT REZ PS Es, 我 们 得 到 | 


Cn = gag tt = Me, + 4em H ena). (8.14) as 


这 是 关于 。 -AAKRES HIE 通常 这 种 方程 可 ，“ 


通过 寻找 形 如 cn = E 的 解 来 解决 ， 代 入 (8.14), 我 们 得 到 ， 
Le Ap (14 Lm) | 

(1— = aa) —4aag—(1 ++i) =o, (8.15) 

注意 , 这 个 方程 恰好 是 pC8) + ACE) = 0. 如 果 这 方程 有 两 

个 不 同 的 根 EADS, 则 形 如 aE? +E? 的 en 能 够 看 成 是 (8.14》 

的 解 。 如 果 LE Ad S 0, 则 固定 任意 两 个 相 邻 的 和 cr 


就 可 以 唯一 确定 一 切 其 他 的 “。 于 是 《〈8.14) 的 全 部 解 能 用 。 
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a5 + DEP 来 表示 (总 能 选取 a 和 天使 得 aii + bE = ĉis | 


agit! + 0 = ej). MRE, = Ea, Kl (8. 14) 的 通 解 可 写成 
(a bn )E?, | 
我 们 立刻 会 知道 ,如 果 两 个 中 的 任何 一 个 15 | > 1, 则 近 
O 动 按 指数 增长 ;如 果 点 = En BIE) 二 1, 则 扰动 线性 增长 ; 
”而 如 果 都 是 15;| <1, 则 扰动 减 小 .方程 (8.15) 可 用 待定 系 
” 数 方法 ?对 二 求 形 为 ha 的 敌 级 数 的 解 ,得 到 
o =l oa T N 


= e + (hay + ou), 
__ (aay, SCAAY o) 
5a = i- 3 + 18 + 54 + ol )| 


we 43 OCE). 


HES MRE OU) 是 预期 的 ， 因 为 所 计算 的 解 按 四 阶 
O 方法 将 接近 真 解 .+ 到 0( 杂 .所 引进 的 任何 误差 都 会 有 将 解 
”“ 变 到 解 族 中 的 另 一 个 解 上 的 效应 , 如 图 1.1 所 示 。 因 此 ,我 们 


”期 望 所 引进 的 误差 的 某 些 部 分 按 e” = (ec) ED 变化 . 


”第 二 个 根 与 的 出 现 是 一 种 在 单 步 方法 中 不 会 发 生 的 现 


- 象 ,这 是 由 于 贮存 了 “附加 的 信息 ”(additional information ) 而 产 


AE, RSE A> 0, 解 的 第 二 个 分 量 E1 E 


” ”的 ,于 是 不 出 现 问题 的 . 然而 ,如 果 2 二 0, 则 第 二 个 分 量 将 超 
过 第 一 个 分 量 和 真 解 .根据 第 1 章 绝对 稳定 性 的 定义 ,我 们 知 


1) $ E =a + ahh + aha} 十 e, - 
2 = bo + bhà + bahay + 
=_— 


1— #2.) -ENEE = (1— AA) gt g y (14 A 
3 3 o3 ' 3 
使 得 (41)* 的 系数 相等 | | 


° 150° 


eo... l a 
raa aa Uaa E 
ELETTI . 


道 Milne 方法 是 绝对 不 稳定 的 ,除非 Re(A) = 0. (HR, A> 
0 时 , 这 种 不 稳定 性 是 由 于 问题 本 身 的 不 稳定 性 所 引起 的 ,而 
且 是 不 严重 的 . 反之 ,如 果 % < 0, 不 稳定 性 则 是 由 于 计算 方 
法 产生 的 第 二 个 分 量 引起 的 . | 


8.3. 一 般 的 多 步 方法 的 稳定 性 o 
在 第 Lp, RUM Uw < MBE 


的 影响 是 有 界 的 如果 我 们 考虑 对 线性 问题 了 一 My 十 KD 
”数值 解 的 扰动 ， 由 方程 8.17 得 到 一 个 形式 为 OR 


> Coy + HIB; Jeni = 0 (8. 16) E ; 
的 误差 方程， 我 们 再 来 寻求 形 为 o= PORTERS O 

> Ca; + BAB ERM! = 0, 
ERE re 
PCE) + haolE) = 0 7 (8.17) 


的 通 解 能 写成 E 
e, 一 Ere E (8.18) 


如 果 一 些 根 是 相等 的 ， 则 这 个 解 就 必 须 改 变 . 例如 ;如果 是 
. m ER WE IRC trie ty isan +: TY itm—n DEP . 5 
显然 ,如 果 任 何 一 个 15;| 大 于 1, 则 扰动 就 增长 , TAR 


们 说 方法 对 于 似 是 绝对 不 稳定 的 .如 果 我 们 考虑 的 一 个 无 E 
限 区 域 , 则 问题 将 是 不 稳定 的 . ey 
(8.17) 的 解 是 Ad HRR, BD E; = E(hA) .多 项 式 的 根 是 


“其 系数 的 连续 函数 。 因 此, 如 果 IEC] <1, 则 对 于 固定 的 


hy 存在 一 个 h, [EH A < 加 时 EC) <1, 如果 有 单 重 


ia 与 合 0 =I 的确。 各 过 阶 r 至 少 为 零 ， 主根 名 必须 - E 


sise = 


是 那 种 形式 的 ， 因 号 (42) = e + OCz+D)1， 对 于 充分 小 的 
h, SWAT ECAA) = ECO) + OCA) [在 及 的 任何 使 (8.18) 的 根 
是 各 不 相同 的 区 域内 ,这 些 根 都 是 A 的 可 微 函 数 ]， 因 此 ,对 


”于 t <b 我 们 有 


[87Ch2)| < JECO) + Al? S C1 
+ Rhy” < eh < ert e, 


于 是 ,我 们 觉得 AE) 一 0 的 根 必须 服从 一 些 这 样 的 稳定 性 条 
件 ， 第 10 章 证 明 : 阶 之 1 的 多 步 方法 的 稳定 性 ,其 必要 且 充 


分 条 件 是 ofS) 一 0 的 根 在 单位 圆 内 ， 或 者 在 单位 圆 上 是 单 
根 ， 
这 将 称 为 “ 根 条 件 ”(root condition) 而 且 我 们 把 这 村 的 
oF) 称 为 稳定 多 项 式 . | 
我 们 知道 ,在 Milne 方 法 由 有 多 于 一 个 单位 圆 上 的 根 在 基 


” 些 间 题 中 能 引起 有 害 的 变化 ， 于 是 ,我 们 定义 如 下 术语 : 


定义 8.2， 如 果 CE) = 0 的 全 部 根除 了 8 = 1 外 均 在 单 


位 圆 内 , 则 方法 是 强 稳定 的 . 


定义 8.3， 如 果 eH) 一 0 在 单位 贺 上 有 多 于 一 个 的 根 ， 


”而 且 其 它 根 均 在 单位 圆 内 , 则 称 方法 是 弱 稳 定 的 . 


不 稳定 公式 极 有 害 的 性 质 在 下 面 三 阶 公 式 的 例子 中 可 以 


”看 到 : 


Yn = — 4y 一: 十 5y，， + 4hf,-1 + 2Afn—2. 


这 是 最 准确 的 二 步 显 式 公式 。 如 果 以 初始 值 m 一 0，7 一 6 
《小 的 伟人 误差 1) 来 解 方程 y 一 0, 我 们 得 到 表 8.4 的 结果 : 


这 个 变化 的 性 态 是 与 无 关 的 ， 所 以 显然 当 h 一 0 时 对 
于 所 计算 的 解 收 敏 于 真 解 是 没有 希望 的 . 

第 10 章 我 1 ] 再 正式 定义 收 倒 性 ( 意 指 所 计算 的 解 通过 把 
h 选 得 足够 小 的 办 法 能 使 其 任意 接近 于 真 解 ) 而 且 证 明 稳定 


En 性 以 及 阶 >1 是 收 全 性 的 必要 县 充分 条 件 ， TE, RIN 
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稳定 性 是 那里 的 一 个 重要 概念 。 它 保证 存在 一 种 得 到 所 要 求 
的 任何 精确 度 的 方法 但 | 


| 48.4. 不 稳定 性 的 影响 
是 ,实际 上 我 们 计算 用 的 


是 有 限 的 4， 而 且 感 兴 0 — 
的 问题 是 ， 为 了 达到 给 定 1 
的 精确 度 ， 需 要 多 小 的 步 3 21e 
长 到 这 些 问题 常常 涉及 -saie 

6 一 2604< 


绝对 稳定 性 概念 。 这 后 在 
下 节 讨 论 . 


8.3.1. 绝对 稳定 性 
我 们 用 三 阶 Adams-Bashforth HW}: WERK A= 二 来 积分 


y = My — 8) + 3P, y0) 一 0， 一 种 情况 1 = 一 1, 另 一 种 
情况 2 = —100, 在 这 两 种 情况 下 , 解 是 二“ 对 这 个 问题 , 假 
若 没 有 含 人 误差 ,三 阶 方法 总 是 精确 的 .) 

我 们 不 萎 虑 初始 值 计算 的 间 题 ,因为 我 们 知道 


famy (— 2) = 0.1875, 


fa =y (— +) = 0.046875, 


wh = > 时 三 阶 Adams-Bashforth 方 法 是 


L goag | | 
Yn = Yni + 96 C23 fai ~~ 16f,—2 十 Sfa~a). (8.19) l 


计算 准确 到 正确 舍 人 的 八 位 十 进 制 数字 。 对 于 1 一 一 1， 我 
们 得 到 g 


# 8.5. y =—t —y 十 3f H Adame-Bashforth 方法 的 解 


"= 8 》 Bayo y & 

一 2 0.1875 0000 0.0019 5313 

一 0.0468 7500 0.0004 8828 
0 0.0000 0000 | 0.0000 0000 0.0000 0000 
1 .0.0019 5317 -0.0000 0004 0.0468 7496 . 0.0004 8828 
2 0.0156 2501 十 0.0000 0001 0.1874 9999 0.0019 5312 
3 0.0527 3429 一 0.0000 0009 0.4218 7509 0.0043 9453 — 
4 0.1249 9996 —0.0000 0004 0.7500 0004 0.0078 1250 - 
5 0.2441. 4038 一 0.0000 0005 1.1718 7505 0.0122 0703 
6 0.4218 7492 —0,0000 0008 1.6875 0008 0.0175 7813 
7 0.6699. 2193 十 0.0000 0005 ”2.2968 7495 0.0239 2578 
8 0.9999 9994 十 0.0000 0006 


所 引进 的 误差 均 为 伟人 误差 . 注意 在 第 一 步 引进 的 伟人 误差 
+0,00000004 的 变化 ,在 计算 y 时 乘 以 4 = 一 1, 再 在 得 到 


(4/12)y' 时 除 以 96. 于 是 , 它 在 舍 人 时 就 没有 了 ， 所 以 , 下 一 * 
个 值 y, 包含 由 y 得 来 的 同样 的 误差 和 加 一 个 新 的 舍 人 误差 ， 
在 这 种 情况 下 为 一 0.00000003 因 为 总 的 误差 值 是 0.00000001. ` 


继续 这 个 过 程 ， 含 人 误差 在 每 一 步 得 到 总 的 误差 影响 都 小 于 
0.00000001 的 平均 值 。 如 果 我 们 对 于 1 = 一 100 进行 积分 ， 2 
. 则 得 到 表 8.6 AR | i 


w 8.6. y = 100 一 100y + 3e 用 Adams-Bashforth ana 


n = 8f Ys -eda | eel La y o & x 
一 2 0.1875 0000 ` 0.0019 5313 ` 
~1 0.0468 7500 0.0004 8828 
0 0.0000 0000 . 0.0000 0000 0.0000 0000 — 0.0000 0000 
l 1 0.0019 5317 ++0.0000 0004 0.0468 7100 0.0004 8824. 
| 2 0.0156 2409 一 0.0000 0091 0.1875 9100 0.0019 $407 
} 3 0.0527 5568 -++0.0000 2130 0.4197 4500 0.0043 7234 
| 4 0.1244 9563 一 0.0005 0437. 0.8004 3700 0.0083 3789 
5 0.2540 8001 十 0.0099 3938 0.1779 3700 0.0018: 5351. 
6 0.1851 6620 一 0.2367 0880- 25.3583 8000 0.2641 4979 ` 
7 6.2726 4466 十 5.6027 2278 


EMIX — Ey A RRS AGRA. AM ay’ /12 

t - RUA —- 100/96, 然后 在 形成 y, 时 乘 以 23， 因 此 包含 一 个 “ 附 

加 ”(additional) 误差 (十 0.00000004) X100 X23/96 或 大 约 

0.00000096 的 “附加 ”误差 。 把 这 个 “附加 ”误差 在 最 后 一 位 
” 减 5 得 到 另 一 个 误差 ( 即 下 一 个 的 误差 ) 为 ”一 0.00000091. 

因 这 种 现象 在 每 一 步 都 出 现 ， 所 以 在 每 一 步 这 个 误差 大 约 习 | 

以 24. 

对 于 三 阶 Adams-Bashforth 方法 ， 多 项 式 p 和 IT 是 
C= P-P = ECE — 1), 


< cs) 一 一 - (238? — 16 + 5). 


如 果 ha = -g WIE GDA 


o gs gt 0 
- 它 的 根 均 小 于 P. TÆ, 全 入 误差 在 以 后 法 步 就 不 引起 大 的 
RE. Bw wR a = 一 PS, 方程 (817) 就 变 成 
4 poy 2204 pa 1600 500g 
Stoe ET “96 E t 96 P. 
。 ”这 方程 的 一 个 根 按 绝对 值 将 超过 + 5 E JL 所 以 ， 很 小 
< Do 16°] = b 17357 + 165 — 5] 


< (73 + 16 + 5)max{|&*],1} 


= 55 max{ 164], 1} 


一 151<1. 


的 伟人 误差 就 将 迅速 地 被 放大 ， 
对 这 个 问题 的 数值 结果 还 不 是 什么 特别 大 的 值 ， 除 非 网 
取 4 使 (8.17) 的 解 的 扰动 增长 得 没有 对 一 般 初始 条 件 的 解 
ce + OER, WE Re(1) <0, Wl (8.17) 按 绝对 值 没 有 一 个 


根 将 超过 1. RZ. MRR A> 0, 则 主根 必须 十 分 接近 于 - 


es, 而 且 没 有 “附加 * 根 比 主根 大 .这 导致 我 们 来 给 实验 方程 
y 一 4y 定义 绝对 稳定 性 和 相对 稳定 性 . 


定义 8.4 ”如果 (C8.17) 的 根 按 绝对 值 < 1, 则 称 多 步 方法 


WHE AA 绝对 稳定 . 
定义 8.5 AHR (8.17) 的 “附加” Cextraneous ) 根 按 绝对 信 
< 主根 , 则 方法 是 相对 稳定 的 . j 


(我 们 没有 涉及 关于 eM 的 主根 的 大 小 ， BAA RE 


的 标准 .) 


o DAA OSE ISAT SRS En EE TE 


假如 再 将 这 问题 从 不 同 的 初始 值 求解 ， 如 XC0) 一 1, 解 


将 是 
yle) = er + P, 


第 一 个 分 量 * 每 步 改 变 eM NFL IRA, 这 


就 是 -Wee0.88279, 而 (8.17) 的 最 大 根 是 之 0.88274， 因 此 ， 


”对 于 这 个 初始 值 用 三 阶 Adams-Bashforth 方法 , 我 们 将 得 到 较 


好 的 精确 度 〈 练 习 : 完成 这 个 计算 ). 对 于 à= 一 100 以 及 


h= 二 ,单单 一 步 的 改变 量 是 “wes<0.00000044， 而 我 们 已 


” 知 (8.17) 的 一 个 根 比 1 大 得 多 . 为 了 精确 地 逼近 eH A 
须 使 用 小 步 长 ， 使 得 1004 属于 这 样 一 个 区 域 , 在 该 区 域内 
PCE) 一 100h0CE) = 0 的 一 个 根 十 分 精确 地 逼近 "=. FE, 
”我们 能 够 说 明 ,这 儿 没 有 稳定 性 问题 ,而 只 有 由 于 过 大 的 步 长 
4 所 引起 的 精确 度 问 题 。 但 是 ， 等 到 为 了 精确 我 们 用 小 步 长 
-已 积分 到 1: 一 13 这 时 eo 对 十 位 数字 是 没有 意义 的 , 所 以 


s 136 e 


.不 再 需要 精确 地 表示 它 。 在 此 情况 下 ,我 们 对 于 大 的 一 太 值 
的 绝对 稳定 的 方法 是 注意 的 . 
希望 得 到 的 稳定 性 准则 ， 
RRS RA | 
| y = My — FO) + FQ), (8.20) 
它 有 解 
y = ce4 + F(z), 
我 们 知道 ,就 是 对 于 单个 方程 ， 也 不 能 真确 地 说 出 所 需要 的 稳 
定性 的 形式 ， 为 了 保持 解 的 一 定位 数 的 精确 度 ， 扰 动 不 应 当 
增长 得 比 解 还 要 快 。 如果 FO 增长 得 比 oz 还 快 ,又 初始 条 
HE c 不比 FCO) 大 , 则 要 求 % 使 得 | 
1. ERA y = FC) 时 截断 误差 不 大 ; 
2. (8.17) 的 根 使 得 | 如 | 的 增长 不 比 F(a) 快 .第 二 个 
要 求 既 不 是 绝对 稳定 性 准则 ,也 不 是 相对 稳定 性 准则 .大 多 数 
多 步 方 法 当 它 们 接近 不 稳定 性 时 引起 误差 在 符号 上 的 振动 。 
于 是 ,在 实际 使 用 时 ,我 们 必须 试验 控制 步 长 ,使 得 这 样 的 误差 
是 很 小 的 。 幸 而 这 样 的 误差 出 现 使 大 多 数 步 长 控制 程序 以 为 
有 大 导数 发 生 , 而 把 步 长 减 小 ,所 以 ,缺乏 稳定 性 的 一 般 准则 ， 
对 问题 的 求解 无 大 妨碍 ,但 对 方法 的 性 质 分 类 是 有 妨碍 的 . 
”为 了 得 到 方法 的 稳定 性 概念 我 们 常常 考察 它们 的 绝对 
稳定 性 区 域 。 这 种 区 域 越 大 ， 在 截断 误差 范围 内 步 长 不 也 可 
取得 越 大 .对 于 一 到 六 阶 的 Adams-Bashforth 方 法 ,绝对 稳定 性 
区 域 表示 在 图 8.1 中 ;对 于 三 到 六 阶 的 Adams-Moulton 方法 ， 
绝对 稳定 性 区 域 则 表示 在 图 8.2 中 .一 阶 的 Adams-Moulton 方 
法 是 向 后 的 Euer 方法 : 
Yat = Va 十 RY ptt. oo, 
除 在 圆 |1 一 hal < 1 内 它 都 是 稳定 的 。 二 阶 Adams—Moulton | 
方法 是 梯形 法 则 。 它 在 整个 负 半 平面 上 是 稳定 的 . 可 见 隐 式 
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父 8.E 天 阶 Adams-Bashforth 方 
法 在 原点 左边 所 指示 的 区 域内 稳定 


8.2 Adams-Moutton 方法 的 稳定 区 域 。 
阶 方法 在 指示 的 区 域内 是 稳定 的 


Adams-Moulton 的 方法 稳定 性 区 域 比 显 式 Adams-Bashforth 方 
法 的 稳定 性 区 域 要 大 十 倍 或 更 多 倍 。 对 于 隐 式 方法 来 说 ， 截 
断 误差 也 是 较 小 的 ， 这样, 比 显 式 方法 大 若干 倍 的 步 长 , 隐 式 


方法 都 能 用 .这 种 步 长 放大 通常 比 抵消 在 解 校正 公式 时 的 " 附 。 


加 工作 量 ”(additional effort) 还 要 大 ,因为 校正 也 许 只 需要 两 、 
三 次 函数 求 值 . 
线性 方程 组 ， 
如 果 我 们 考虑 方程 组 | 
y = Ay, . . (8.21) 


其 中 4 是 常 矩阵 ， 并 假定 可 用 条 阵 S 对 角 线 化 ， 则 能 把 它 变 换 。 


为 等 价 方程 组 
z= Az, 
其 中 z = SyHA = SAS- RATER A; 的 对 角 线 矩阵 . 于 
Fé (8.21) 的 解 是 
了 一 3S < …Sy， 
其 中 e* BRAK o 的 对 角 线 矩阵 ， 如 果 对 (8. 21) 应 用 


多 步 方法 ， 则 得 到 扰动 的 向 量 方程 


5 《ai 十 hABi en; = 0. 


i=0 


MANER S, iE q. 一 Sen, 我 们 得 到 
> (oa + ABDA- = 


=0 


这 是 对 a 的 各 个 分 量 独立 的 方程 组 ， 每 一 个 形 如 (8.6). FO 


E 是 ,我 们 在 。。 的 每 一 个 分 量 中 ， 将 得 到 形式 为 名 的 分 量 , 其 、 


H EGCG 一 1,*…… REM A = 2, 1908.17) 89 k A R 
ADREM Eul 相对 于 具有 最 大 实 部 的 A; CAA a) 的 


主根 的 大 小 。 这 是 对 Ad, 的 一 个 相对 稳定 性 准则 ， 而 不 是 对 


于 其 他 的 人 2 的 对 于 大 多 数 方法 和 问题 ,精确 度 要 求 是 使 得 相 
sme : o E 


e- co m y, er 


对 稳定 性 不 是 一 种 限制 的 因素 。 BORE | 是 比 控 
制 “ 附 加 ” 根 小 于 主根 的 条 件 更 加 苛刻 的 。 如 果 对 AA 一 0“ 附 
加 ” 根 的 一 个 或 者 更 多 个 靠近 单位 圆 , 则 这 种 说 法 多 半 很 少 是 
真确 的 ， 换 句 话说 ， 弱 稳定 的 或 几乎 弱 稳 定 的 方法 多 半 给 出 
相对 稳定 性 问题 ,而 诸 根 恰 在 单位 圆 内 且 为 强 稳定 的 方法 , 则 
不 给 出 相对 稳定 性 问题 ， 


8.4， 四 阶 三 步 方 法 类 


最 一 般 的 三 步 方 法 形 如 
Goya 十 OYn 十 Ya 十 OYn + Abon - 
-5 $ hBifa— + BB + ABsf,—3 = 9. 
如 采 要 求 它 为 四 阶 方 法 , 则 “ 和 8 必须 满足 五 个 方程 


Oy 十 om 十 oo 十 上 =0, 
30% + 2a, + a + By + B, + Br + Bs : = 0， 
9om + 4o + a + 68 + 48, + 28, 一 0， 


27a + go + a, 十 278) + 128, + 38; 一 0， 
810 + 16a, + a + 1088, + 328, + 48, = 0, 
ORR ECE oG) = 1, 则 得 到 “附加 ”方程 
By +B + B+ B= 1, 
八 个 未 知 量 的 六 个 方程 ,可 利用 两 个 自由 参数 来 求解 , 取 Ap 


” ”和 为 自由 参数 。 于 是 ,我 们 得 到 


o» = + (—1 — 308, + 68,), 
12 | 

a, = (3 + 548) + 1883), 

a = +. (9 — 188, — 548), 
12 | 

om 一 =a — 6) + 306s), 
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be = “5 (6 + 126, — 248), 


2 = 一 一 — 248 1 3/5 
pb TAG 248) + 128) 


而 误差 系数 为 
1 — 
Cs ETA 1 + 108, + 108;). 


多 项 式 po(#) 是 
一 > [ECI + 308, — 683) + £9 一 548, 一 1863) 


— E(9 — 188, ~~ 5483) — (1 ~~ 68, — 3083) ] 
= 一 z CE — DIEC + 308, — 66s) 


+ E(10 — 248, 一 2483) + C1 — 68) + 308:)]. 
二 次 因子 在 单位 贺 内 有 根 的 那些 6 和 A 的 值 是 有 意义 的 . 求 。 
它 最 容易 的 办 法 是 使 边界 IE] 一 1 为 一 根 . 如 果 A+B 
Z, E = 一 1 是 一 个 根 ,而 $ 一 1 对 Po 和 6 的 任何 有 限 值 不 
是 一 个 根 ,因为 系数 和 是 12, 5 p 和 p 是 无 关 的 。 其 他 可 能 
PETER ALA EMSRS. Ak, EZAT H 
21 的 系数 必须 相等 ,而 且 判 别 式 必 定 为 负 . 
这 当 O | 
Bo = Ê; 以 及 27(Bo 一 BY < 12C + 83) 一 2 
时 出 现 。 这 是 一 个 p = p REA eS 1/12, 用 
1 — 68) + 308; = 0 


给 出 一 个 “附加 " 根 为 零 的 直线 ,而 在 色 一 三 , bp, 一 工时 ,两 
个 “附加 * 根 均 为 零 ， 这 是 Adams-Moulon 方法 . 图 8.3 指 出 
(Bo, Bs) 平面 内 的 稳定 性 区 域 ;并 指出 常 值 蕉 业 误差 的 直线 。 


Mle .7 
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图 8.3。 对 Lo Bs 来 说 ,三 步 方 法 稳定 


误差 系数 为 零 的 直线 对 应 于 高 阶 方法 ， 它 是 在 稳定 区 域 
的 外 面 。 所 以 ,我 人 ] 断 定 一 个 稳定 的 三 步 方 法 不 能 超过 四 阶 . 


… 如 果 方 法 是 显 式 的 , 则 名 一 0. 但 是 ,这 条 直线 也 是 在 稳定 区 域 
“的 外 面 ,所 以 不 存在 一 个 稳定 的 显 式 三 步 四 阶 方法 ，(Adams- 
Bashforth 三 步 方 法 只 具有 三 Bt.) 


f= 一 1 的 直线 fo + B= L 移动 可 其 小 台灯 误差 


o 数 , 但 是 ， 区 使 我 们 朝 着 一 二 稳定 的 方法 直 ， 我 们 知道 ,对 于 

| Milne 方法 ,第 二 个 根 按 es 变化 .如果 相信 不 会 出 现 4, 使 
BR Le | 与 解 的 增长 能 够 比较 , 则 Milne 方法 是 一 种 好 的 方 2 
“， ”法 ,因为 它 有 最 小 的 蕉 断 误 差 。 又 因 om = pb; = 0 时 它 仅 仅 是 
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一 个 二 步 方 法 .但 是 ,对 于 一 般 问题 来 说 ,因为 “临界 ”(criticaD) 
稳定 性 问题 ， 不 推荐 这 个 方法 。 (对 通常 的 问题 普遍 选择 
Adams-Moulton 方法 。 这 点 将 在 第 9 章 进一步 讨论 .) i 
”不 希望 取 b 和 Bs 较 大 的 值 ， 因为 太 大 的 值 影响 伟人 误差 
也 太 大 . E 
对 于 不 步 方法 有 同样 的 “图 形 ” 存在， 所 不 同 的 是 有 更 多 
个 自由 参数 .存在 一 个 一 1 维 区 域 ,在 这 个 区 域内 十 1 阶 的 . 
k 步 方 法 均 是 稳定 的 .将 在 第 10 章 证 明 的 Dahlquist (1956) 
的 主要 结果 指出 : 如 果 & 是 奇数 , 则 在 这 个 区 域 里 方法 的 阶 


不 能 超过 《十 1, 但 是 如 果 丰 是 偶数 , 则 存在 [CX 一 2)/2] 维 子 


区 域 ,在 这 子 区 域 里 方法 的 阶 可 高 达 十 2( 不 过 不 能 更 高 )。 
但 是 ， 在 方法 的 阶 为 十 2 的 区 域 里 ，p 的 全 部 根 在 单位 贺 


上 , 所 以 , 方法 仅仅 是 弱 稳 定 的 .一 1 维 区 域内 的 任何 点 对 。 


于 不 步 方法 都 可 以 选择 ， 这 种 选择 的 准则 应 该 是 为 了 使 截断 
误差 尽 可 能 地 小 ,小 到 与 保持 稳定 性 相 适 应 。 可惜, 这 样 按理 
想来 选择 通常 是 不 可 能 的 ， 因 为 在 问题 被 积 出 之 前 关于 所 需 
要 的 数据 及 其 解 是 不 知道 的 . 
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1 如 果 eE) 一 名 一 名 十 人 /4 一 + ROE), EB: 
(2) olé) 为 二 次 且 方 法 具有 三 阶 ; 
(6) oE) HEREDERA NR .这 两 个 方法 的 误差 系数 是 什么 ? 

z. me oE) = 一 1， 求 次 数 为 四 的 o(#)， 使 得 这 方法 具有 最 大 

。 求 这 个 阶 是 多 少 ? 误差 系数 又 是 什么 样 的 ? 

3. m 0(#) = &,3R.0(), 使 得 

(a) A$) 是 二 次 的 且 阶 为 二 
(8) 06) 是 三 次 的 且 阶 为 三 。 这 些 方 法 是 稳定 的 吗 ? 
4. ”在 你 求 出 的 呵 题 3(a) 中 ,方法 的 绝对 稳定 性 区 域 是 什么 ? 


re 


人 一 一 :一 一 一 一- -rear hurr Rp TP REPRE rar rte pe nie ete 一 - 


gaiei cl: 


. 确定 最 大 阶 的 三 步 方 法 的 系数 。 这 方法 稳定 吗 ? 


利用 参数 b 求 二 步 三 阶 方法 类 。 什 么 范围 的 8。 可 使 这 些 方法 稳 
定 ? 把 误差 系数 表示 为 Bo 的 销 数 ,画图 说 明 po 的 范围 \ 误 差 、Ada- 
ms—Moulton 方法 以 及 Milne JÆ, | 

考虑 名 = 一 1 的 一 般 三 步 方法 美 ， 如 图 8 .3 所 指出 . 证明: 对 于 


Bo> =s OCE) + h40(§) 一 0 的 一 个 根 是 二 一 一 1 + ARAFO), 


其 中 4 与 Bo 无 关 。4 是 什么 ? 
推导 如 下 方法 的 系数 ,给 出 这 方法 尽 可 能 高 的 阶 数 : 
Vatla) = oa + yas 十 BAe + BAY ee 
[Ysa He YC — 4/2) 的 一 个 近似 1 
hy n-cs2) = Af(Yn-c12)) > 
Ya 一 OF Yna 十 OF, + VAY) 十 BPAY eu + BEAY :9 
| hy, = hf(y,). 
n 的 截断 误差 的 阶 是 什么 ? 这 方法 稳定 吗 ? 


©1646 


9. & fi Wr 


前 两 章 我 们 研究 了 多 步 方 法 并 讨论 了 它们 的 稳定 性 . 但 - 
是 ,我 们 仅仅 对 于 “只 用 预 估 ”(predictor only) R “RARE” 
(corrector only) 的 方法 讨论 了 它们 的 稳定 性 ,也 就 是 说 ,方法 
中 用 的 显 式 方程 或 隐 式 方程 是 (在 合 人 误差 的 范围 内 ) 精 确 求 。 - 
解 的 实际 上 ,我 们 在 显 式 预 佑 公式 之 后 用 了 有 限 次 数 ( 有 了 时 
是 固定 的 ) 的 校正 迭代 ,本 章 研究 作为 一 般 多 值 方法 子 类 的 这 
些 PCEC)》* 和 P(EC)*E 方法 的 性 质 , 还 讨论 一 般 多 值 方法 
的 性 质 ,而 且 将 看 到 有 些 性 质 具 有 重要 的 附加 好 处 .首先 , 它 
们 给 出 阶 不 再 受 稳定 性 要 求 限制 的 多 步 方 法 的 简单 推广 , 因 
此 ,t 步 方法 能 够 是 阶 为 2《 的 方法 。 其 次 ,它们 指出 在 什么 
方式 下 不 同 的 计算 格式 是 等 价 的 ， 这 样 ， 例 如 可 对 向 后 差分 。 
BY Adams 方法 与 用 前 面 导 数值 的 Adams 方法 作出 比较 . 我 们 
将 看 到 一 种 特殊 格式 可 直接 应 用 于 高 阶 方程 。 再 次 ,它们 将 。 
提供 一 种 研究 步 长 改变 的 算法 和 误差 估计 的 运算 格式 ， 
我 们 记得 多 值 预 估 - 校 正方 法 由 < 
Yao = BY,-15 | | (9.1) . 
Vim) = Yanm)  CCC¥ ,0m))s m 之 .0 (9.2) 


给 出 
Bi. 
=f Adams-Bashforth 预 估 是 
Yno) 一 Va 十 全 (23f,—1 一 16f,-2 + 5f.-3)s 


四 阶 Adams-Moulton 校正 是 


e1690 


Inmo = Yomi + = (Amim) + 1 ert 一 Stora + fora). 
Yaa) 一 Yno 十 六 [fCy¥ n.d — C34f a 一 3hfn— + hfa) l. 


HE, ,不 需要 有 在 ， 可 了 a 
ABER BAI cE 


1 23 16 5 3 
12 12 12 8 
B=|0 3 一 3 1j, c=| 1]. 
0 1 0 0 ol 
0 0 1 0 0 


: 9.1. REESE. 
我 们 考察 方法 的 误差 . 
定义 9.1. 如 果 y(z,) 是 y， 的 正确 值 ， 并 且 计 算 
Fano = ByY(i1,-1), E | 
mt) = Yn) 十 cGly,, (m))» (9.3) 
Fa 一 Fns 
E 则 局 部 截断 误差 是 d,, 其 中 
| o d, = 9, — yt,). 
”注意 ， 这 就 确定 了 用 预 估 - 校正 格式 求 微分 方程 CO) 一 
| 0 的 解 y (2) 的 截断 误差 . 
| ”我 们 用 | 
; ea 一 nu 一 了 (ta) | 
”定义 第 = 步 的 全 体 误差 ， 并 且 定 义 enm) 为 om 一 Fame 从 
(9.2) BH (9.3) 且 利用 中 全 定理 得 到 


en, Cnt) = En, Cm) 十 c OG ay Een (ms 
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其 中 Em 是 Y n.m) 和 和 Y n,m) 中 国 的 一 点 (注意 9G/ oy 是 一 行 向 ' 
E) THE RIA 


M-i , E 
enoo = TI (1 + ete x) en (9.4) 


《注意 ， 矩阵 乘法 应 该 将 具有 较 大 下 标的 项 放 在 左边 ). 由 定义 
我 们 得 到 | 
eno = Yno 一 Yao» = BC, 一 yG,-1)) * = Be, oe 
e, = Y, — yt.) = ¥,— Fn + Fn — Yn) = On, + dy, 
把 最 后 两 个 方程 代入 (9.4), 对 于 n 之 1, 我 们 得 到 
e, = 9S,e,，; 十 d,, 


其 中 | | 
Ti (1 eo SC cg, 3) 
s,— [I (1+e Sa) a, (9.5) 
由 此 我 们 看 到 ; 
,= > IL sa, (9.6) 
#=0 juitt l 
其 中 d 是 初 值 误差 


RIABAEH Sls S, HAMNAR.. 例如 ， 着 对 于 | 
FAR iA ISi <1, 则 le < > Ia l. 


9.1.1. Hi- -校正 方法 的 稳定 性 


我 们 在 第 8 章 , 指出 过 , 稳定 性 与 要 求 pC&) 的 根 条 件 成 : 
立 是 等 价 的 , 而 且 用 (8.17) 的 根 定义 了 绝对 稳定 性 和 相对 稳 、 ， 
EE. 对 于 多 值 方法 , 我 们 要 求 对 方程 (9.6) 中 5; 矩阵 的 特 。 
征 值 有 类 似 条 件 。 我 们 考察 这 些 条 件 ， 并 证 明 当 校正 方程 被 = 


精确 求解 时 这 些 条 件 与 前 面 的 条 件 是 等 价 的 .( 例 如 当 连 续 先 


_ 代 到 收敛 时 . ) 首先 , 我 们 注意 在 f(y) = Ay 的 情形 ,6G/ oy 
取 形 式 
| af 0, -**,—1, 0,°°°, J == 46? 一 8, 
. Oy 


”其 中 8, 是 第 i 个 位 置 ( 由 0 开始 数 ) 为 工 而 其 他 各 处 为 零 的 
列 向 量 . SF 为 其 转 置 ， 由 (9.5) 知道 5; 仅 依赖 于 hh, 所 以 有 


1+ haps :pt 
0 | 
! 0 
0 N; 
S; = Sha) = prm ----------------- B 
0 we 
' 0 | 
: ] 


其 中 所 有 其 他 的 元 素 均 为 零 . 如果 设 
La =1 + hip + es + CRABS)", 


则 有 
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其 中 a; = Lui 一 bo Luis b; = Lubi 一 Bò Ludis 
ci = AC Lut; 一 Be Ly-27i) 

以 及 di = hal Lubi 一 BF Luz). 
J EN FAE EE EH XA RA PE AE. EE ELA 
阵 的 特征 值 在 单位 圆 内 或 单位 圆 上 是 单 重 的 ". 这 样 , 扰动 不 
增加 ,方法 就 是 绝对 稳定 的 . 因此 ,我 们 定义 多 值 方法 的 稳定 
性 区 域 为 如 下 . 

定义 9.2， 绝对 稳定 性 区 域 由 太平 面 上 那些 使 SC(44) 的 
特征 值 在 单位 圆 内 喜 单 位 贺 上 是 单 重 的 值 所 组 成 . 

定义 9.3.。 相对 稳定 性 区 域 由 太平 面 上 使 SCA) 的 “ 附 
加 特征 值 都 小 于 主 特征 值 的 那些 值 组 成 . 主 特征 值 是 A 的 
最 好 近似 值 ， 

我 们 证 明 : 如 果 校 正 公式 迭代 到 收敛 、 则 这 些 特 征 值 恰 
好 是 p™CE) 十 hio*(E) = 0 的 根 . 

如 果 校 正 公 式 欠 代 到 收敛 , 则 


1 
Luy = Ly = .一 了 一 


1— hhg? 


1) REA PE” 这 个 词 ,意思 是 特征 值 相当 于 一 个 线性 初等 因 于 。 对 独 
立 的 特征 办 量 的 情形 ,在 单位 加 上 的 重 根 不 引起 扰动 的 增加 . 
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o_o ed a ee OS rh ey er et eS earn oreo = 
see mm 一 


OT =~ 


GXH [AFL 1)， 在 这 种 情形 ，5( 妇 ) MR k TERR 
零 行 的 从 倍 ， 如 果 我 们 作 相似 变换 0S0, 其 中 


O | 
© 
© 


1 
Q =| ------------------4------------ 
ha L 
0 | 0 
0 i 0 
—hà | l 
则 得 
eee 拒 才 
i 0 
- 0 | 
3 一 0S)C-: 一 | --------------- 人 
0 
d 
ON 
! 1 
其 中 | 


e; = La; — Bo Ly; + ALC LB; — Bë L8) 
‘= Lia; — Ca; — af) + hACB; — (8; 一 GT 
| = Llaf + hipr), 
S$ 的 特征 值 是 由 它 的 左上 方 子 块 特征 值 和 k 个 零 组 成 。 由 于 | 

= 1/L=1— hgt oof = 一 1， 这 个 左上 方 子 块 矩阵 是 多 项 、 
|g l i | : 
“gt + D) pe = L |S) GE + hag?) — z) 
, ix] {=i : 
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= Llo*(#) + _ ho*(E)) | | 
的 伴随 矩阵 5, 所 以 ,S 的 特征 值 就 是 方程 *(E) + hlo*(E)=0 
的 零点 ， 如 果 做 有 限 次 校正 ， 则 校正 公式 的 稳定 性 受到 预 估 


公式 的 影响 .但 是 , 如 果 从 = 0, 第 一 次 校正 恒 等 于 以 后 各 
次 校正 ， 稳 定性 由 S= 5(0) 一 《1 一 C02) B 的 特征 值 所 确 : 


定 ,它们 是 ECE) = 0 的 根 . 
当 hd Xe 0 且 校 正和 迭代 到 不 收 剑 时 ， 特征 值 的 个 数 比 前 面 
多 项 式 的 根 多 一 倍 .附加 的 《个 根 出 现在 PCEC)* 方法 中 , 因 
为 有 2k 个 不 同 的 值 Ynis > Yank 和 hyn py 一 
步 一 步 贮存 起 来 . hy; 的 误差 不 直接 与 y 的 误差 有 关 , 因 为 在 
最 后 计算 hy; 的 值 以 后 y 得 到 校正 ， 对 每 个 进行 计算 的 “ 独 © 
立 ” 数 出 现 一 个 根 ， 因 为 每 个 这 样 的 数 可 包含 一 个 “独立 ” 误 . 
差 .如 果 AL = 0 或 校正 迭代 到 收敛 , 则 有 hy; =h). 所 以 ， 


”它们 的 误差 不 是 独立 的 (如 果 合 人 误差 忽略 的 话 )。 因 此 , 我 


们 期 望 得 到 个 根 , 剩 下 的 《个 是 零 ,这 表示 : 即使 由 于 初 什 
或 合 人 引进 误差 , 使 得 对 于 i < kA hyi ~ hf), 但 影响 在 


几 步 之 后 就 消失 . 


P (EC) E 方法 相当 于 利用 向 量 e 一 [0, ………, 0, 1, o, 

oT ETTIRDI RTE. y's 的 值 被 校正 , BRER ya. 
在 这 种 情形 ， 5， 包含 一 个 附加 因子 .对 于 方程 一 Ay, S 如 
下 形 : 


. 1) 伴随 矩阵 形 如 


它 的 特征 多 项 式 det(4 一 41) 是 | | 
C-1)*CA* 一 ah 一 aa 一 … — ay). 
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Sich a, M b; ana 
= hha;, a; = hib;, 
因为 第 行 是 第 一 行 的 ha 倍 , 所 以 ，S 042) 如 前 一 样 有 下 个 


” ”特征 根 为 零 . 因此 ,我 们 猜想 REC)xB 方法 比 PCEC)x 方 法 
有 更 大 的 相对 或 绝对 稳定 性 区 域 ， 因 为 在 KEC)wE 方法 中 


只 需 限 制 《 个 特征 值 . 
当 只 使 用 有 限 次 校正 迭代 时 ， 对 预 个 如 何 影响 校正 的 和 


定性 问题 做 任何 一 般 性 的 讨论 都 是 困难 的 。 在 文献 中 已 列 出 


一 些 利 用 预 估 来 增 大 校正 公式 的 稳定 性 区 域 的 工作 ,例如 ,可 
参阅 Stetter (1968) 和 Crane 以 及 Klopfenstein (1965), 


9.2. 等 价 方法 


在 前 一 节 ， 我 们 用 矩阵 卫 和 疝 量 e 描述 了 多 步 方法 。 从 


当前 和 前 面 几 个 节点 得 到 的 信息 贮存 在 向 量 y, 中 -. 预 估 步 的 
”基础 就 是 由 所 贮存 的 信息 进行 外 插 的 过 程 〈 通 常 是 多 项 式 形 
” ， ”或 )。 但 是 ,贮存 y, 分 量 的 其 他 线性 组 合 也 是 一 样 合理 的 ,只 


要 能 够 从 它 忆 们 得 到 初始 的 信息 。 例 如 ,在 Adams 方法 中 ,可 以 


”她 存 前 面 几 个 节点 的 导数 值 , 也 可 以 贮存 它 的 向 后 差分 值 .每 


一 种 信息 都 是 另 一 种 的 线性 组 合 、 
ORTES y. EBRIE SHEN., 定义 


a 


a, = TY,; 
anim = TY nc). (9.7) 
如 果 将 这 些 方程 代 到 (9.2) 和 (9.1) 中 , 则 得 
ao) = Aa,1, (9.8) 
anim) = Bam) + LF Cars im)» (9.9) 


其 中 A = TBT, I= Te, F(x) = G(T), 
当 有 误差 传播 方程 时 ,我 们 得 到 
€e, = §,€,-1 + d,, 
其 中 d, 是 变换 后 的 方法 的 截断 误差 (一 Td,), 而 且 
s, = (1 + EE 4 


#=0 


一 TI EG + Berd] TBT- 


= ri (1 + c 8S CTE)) BT 


= TS, 了 一 


这 样 ， 如 所 期 望 的 ， “新 > 方法 的 稳定 性 和 旧 方法 的 稳定 性 是 一 


样 的 。 显 然 , 如 果 计 算 精 确 地 进行 ( 若 没有 伟人 误差 ), 则 两 种 


"方法 给 出 相同 的 结果 。 因 此 ,通常 握 出 如 下 定义 
定义 9.4. 两 种 多 值 方法 经 变换 (9.7) 199 后 可 以 互 
相 获 得 , 则 称 这 两 种 方法 是 等 价 的 . 
注意 , 对 等 价 方法 做 变换 ， 不 影响 其 稳定 性 或 裁 断 误差， E 


只 影响 伟人 误差 和 计算 量 . 


(9.21. 影响 表示 式 选取 的 因素 
在 进行 数值 解 的 逐次 计算 中 ， 在 实际 的 程序 中 ， 有 许多 不 


O 同 的 运算 要 执行 。 明显 的 运算 是 在 预 估 步 (9.8) 中 用 和 矩阵 4 
的 乘法 ,以 及 在 每 次 校正 步 (9.9) 中 向 量 1 乘 纯 量 P 的 条 法 按 
~ 0173 ._ | mo 


: ey 4 ， ; * : . ‘ . 


着 一 个 向 量 加 法 . 实际 上 ,只 有 那些 为 算出 y 和 hy, 所 需要 
Ha, 的 分 量 在 每 次 校正 步 中 更 新 ,其 余 的 可 以 通过 考察 
anm) = ano + ICF Cano) + Flao) teet F aa) 
来 处 理 。 BE yn 和 hy Æa, 的 两 个 显 式 分 最 ， 臂 如 说 是 在 
第 零 和 第 一 位 置 , 这 样 ， 只 有 a, 的 两 个 分 量 在 每 次 校正 步 中 
需要 校正 ,其 余 的 一 次 就 能 修正 . - 
| 另外 ， 一 个 实用 方法 还 必须 定时 改变 步 长 、 阶 和 提供 误差 
项 的 估计 ， 使 得 可 以 选取 适当 的 阶 和 步 长 ， 
-o 步 长 的 改变 。 
改变 步 长 是 一 插值 过 程 ， 在 这 过 程 中 ,对 新 步 长 所 贮存 的 
值 必 须 在 原 步 长 所 贮存 的 值 中 去 找 . 假定 使 用 三 步 方 法 且 在 
Rites fa — ARI t, — 24 上 > 及 其 导数 值 已 知 .如 果 步 长 碱 小 
一 半 ， 则 在 Las fn 一 (4/2) 和 (z, 一 A) 的 值 可 用 插值 法 来 计 
算 . 在 这 种 情形 , ;和 一 4 上 值 的 计算 是 简单 的 ,但 是 ,为 
了 近似 计算 yz 一 《6/2)) M hy’ ltn 一 h/2)， 需 要 一 个 原来 
值 的 线性 组 合 。 一 般 用 比率 c “来 改变 步 长 相当 于 矩阵 CCa) 
ERa, 所 以 , 步 长 改变 算法 如 下 : | 
a, = Clo)a,, | (9.10) 
其 中 8 a, 是 新 步 长 ah Ha, 的 调整 值 . | 
”如 果 积 分 一 个 庞大 的 联 立方 程 组 ， 则 方程 (9.10) 是 比较 
费 运算 时 间 的 。 在 这 种 情形 ， 更 经 济 的 另 一 种 计算 格式 是 对 
可 变 步 长 用 不 同 的 积分 公式 。 例 如 ， 我 们 可 以 计算 系数 Bi, 构 
造 阶 为 《十 1 的 积分 公式 
Yn = Yrm + Bohata + Bih mafai + e.. + Brhn=kÍn-ks | 
其 中 yyl) 而 且 节 点 不 再 是 等 距 的 , 因此 , A 一 4 一 
t- 如果 每 和 《 步 改 变 一 次 步 长 , 则 对 于 每 一 步 系数 8 一 定 要 | 
BR. 但 是 ,这 与 方程 的 个 数 是 无 关 的 , 所 以 , 若 有 一 个 
“庞大 的 方程 组 , 则 它 比 用 (9.10) BAR, A (9.10) 必须 用 于 - 


bo To ©1746 


每 个 因 变 量 . 


WER, 这 两 种 方法 是 不 等 价 的 在 第 一 种 情形 , a, 的 


所 有 原来 值 在 用 插值 法 时 也 许 全 部 用 来 形成 新 值 和 
在 最 远 的 节点 上 的 值 可 能 影响 许多 贮存 值 &。 


因此 ， 
在 第 二 种 情 


形 ,最 远 的 值 在 下 一 个 步 长 以 后 被 丢掉 ,而 且 不 再 有 影响 . 


我 们 用 下 面 的 例子 来 说 明 这 一 点 ， 


公式 由 
| 23 _16 
12 12 
B=|10 0 0 
0 1 0 
o 0 1 


给 出 ， 如 果 步 长 减 半 , 则 插值 可 用 


1 


ER y, 来 实现 .第 三 行 利 用 了 


三 步 Adams-Bashforth 


2 0 
12 

0 

s C = 

0 

0 

0 0 

0 .0 
3 -4 

8 16 

1 

2 9 


iyli 一 kh) = i hy’ (t) + hy 一 h) 


一 = hy ‘Ct -一 2h) 十 OCh, 


Hh k= 5/2. 假定 用 步 长 上 得 到 y, 的 值 ， 而 且 积分 方程 y= 
0, 首先 把 步 长 减 半 , 然后 完成 两 个 积分 步 。 其 结果 是 以 矩阵 


BBC (= ) y,, 这 儿 BBC (2) 是 


ge oe 


23 _26 1 


192 192 192 
1 0 0 0 0 
BBC(—)= 3 . 

(z) 0 0 0 0 
| 1 

| 0 7 8 0 

第 一 行 告诉 我 们 初 值 误差 怎样 影响 结果 ， 

另外 ,我 们 可 使 用 近似 公式 


y (e+ 4) =) + EAI Go 
+ 2y(# — 2h)) + OCA") : 
-0 Alero 09-8 
+ 5y (一 > ) + OG. 


”利用 图 9.1 中 标明 的 点 2 — 3, 2 一 2 和 4 — KERR 
-利用 > 一 2,2 一 1 及 = 来 得 到 = 十 1. 


a-3 a-2 aol n art 
| 图 9.1. 可 变 公式 的 步 长 改变 
.第 一 步 相 当 于 使 用 矩阵 


1 i _72 

24. 24 24| 
B,=|9 0- 0 0 

0 0.0 

0 0 1 0 


而 第 二 步 相当 于 使 用 甜 险 


s 176 . 


h 


1 64 33 2 
72 72 72 
0 0 0 0 
B=] o + `> o 
2 | 
1 
0 0 7 0 


《在 第 二 步 ,将 hy PC ER) — ERB BI Zy.) 
这 两 步 的 结果 与 将 矩阵 BB, 应 用 到 初始 值 是 等 价 的 . 这 


一 次 的 结果 是 
1 2 -8 3 
7 
0 0 0 0 
有 = 0 0 0 0 
1 
0 7 0 0 


我 们 看 到 B;B, = BBC (3 )> 所 以 两 种 步 长 减 半 的 方法 是 不 


等 价 的 . 

这 种 不 同 的 结果 在 整个 稳定 性 性 质 上 也 可 能 是 不 同 的 ， 
但 是 直到 目前 为 止 ， 还 没有 研究 具有 变 步 长 的 多 步 方法 的 稳 
EH, o‘ 
Ba i 

方法 的 阶 是 由 它 的 系数 确定 的 . 一般 高 阶 方法 需要 大 量 


的 前 面 的 点 ， 充 分 大 的 一 组 前 面 的 信息 总 是 可 以 贮存 的 . 于 


是 5 X 5 BBA 5 维 向 量 


(ex 
O OOO m 
o omong 
ON 
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ooocoo oD 
| 人 
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刚好 是 三 步 Adams-Bashforth 方法 的 表示 形式 ,虽然 它 还 要 贮 
存 Ya 中 hyn 的 值 。 实 际 上 ， 如 果 表 达 式 中 所 用 的 信息 开始 
时 已 计算 好 ,就 不 费 什 么 事情 ,只 要 耗费 一 点 贮存 空间 来 贮存 
已 经 计算 好 的 信息 。 有些 表示 形式 需要 在 每 一 步 对 贮存 的 信 
息 进行 处 理 。 在 那 种 情形 , 除 答 好 要 提高 阶 的 前 几 步 以 外 , 逐 
步 保 留 不 必要 的 数据 是 不 妥当 的 . 因此 ， 如 果 使 用 向 后 差分 
”的 Adams 方法 ， 则 只 有 那些 所 需要 的 差分 是 应 次 保留 的 . 
”估计 误差 . | 
我 们 已 经 知道 ,局 部 截断 误差 是 与 解 y (2) 的 导数 成 比例 
的 。 这 导数 可 以 用 数值 微分 公式 来 估计 。，[{ 见 Hildebrand 
(1956), 第 3.3 节 .] 它 是 贮存 的 信息 a, 的 一 个 线性 组 合 。 可 
以 期 部 估计 几 种 不 同 阶 方法 中 的 误差 ， 这样 就 必须 估计 阁 干 
个 不 同 的 导数 .如 果 要 估计 4 个 不 同 的 导数 ,我 们 用 运算 Da, 
来 表示 ,其 中 D 是 9 x (a,) 的 维 数 阶 的 矩阵 .。 有些 DD 的 表示 
形式 是 特别 简单 的 . 例如 ,如 果 hy 的 向 后 差分 保留 在 as 中， 
O 则 差分 Vihy 是 Ay Ot 的 一 种 估计 ,所 以 ， D 的 每 一 行 仪 需 
含有 一 个 非 零 分 量 . 


9.2.2. Adams 方法 的 向 后 差分 表示 式 


四 阶 的 三 步 Adams-Bashforth-Moulton 方法 的 8B 和 ce EE 
BRIA : | 


1 23 _16 3 3 
© |> 12 12 12| 8 | 
B men 0 3 — 3 1 5 c= 1 ` 
0 i 0 0 0 
0 0 1 0 0 


如 果 使 用 三 阶 Adams-Moulton 校正 公式 , 则 读者 可 以 证 明 : B 
不 改变 ,而 e 则 变 为 15/12。1, 0, OI, 如 果 变换 为 向 后 差分 , 
则 有 


21789. l 


à 


Yn 


1 0 0 O77 > 
hy, 0 1 0 0 hyn | 
, = ; = Ty,s 
VAy, .0 1 一 1 0 hyn 
Why, 0 1 一 2 1857 
而 新 的 方法 由 
1 1 + 2 
2 12 
4 一 TBT- 一 |0 1 1 1j, 
0 0 1 1 
0 0 0 1 
至 少 还 有 
Bo 
1 | | | 
I=TC=|, (9.11) 


给 出 ,其 中 对 四 阶 校正 公式 有 6 一 宇 ， 对 三 阶 校正 公式 有 


技巧 来 处 理 ; - 
A n—1,3 + ag—1,2 > Aan,29 


An,2 十 A y~1,1 —> ns 


其 中 ao 是 Ont 的 第 i 个 分 量 . - 


这 种 表示 法 比 用 导数 值 的 表示 法 每 步 需要 的 运算 较 少 . 


它 也 是 估计 导数 的 一 种 最 方便 的 表示 。 因 为 向 后 差分 直接 提 


供 了 这 种 估计 . 可 惜 对 于 变 步 长 来 说 ， 这 种 表示 形式 并 不 方 


E, 因为 用 插值 求 得 对 新 步 长 的 向 后 差分 的 矩阵 Cla) EM 
BRAY, 除 前 两 行 和 前 两 列 的 非 零 元 素 在 对 角 线 上 之 外 , EE ” ，; 


179。 


本 运算 次 数 不 像 以 前 那么 多 .4 乘 a 的 乘法 只 包含 ” “ 
两 次 乘法 ,五 次 加 法 和 四 次 贮存 ,因为 4 的 最 后 三 行 能 用 如 下 


8 sag 


= 
4 


PREM ee un OF 


Cle) 其 余部 分 的 上 三 CLEARER. 对 于 上 面 4X4 阶 


的 情况 ， 
1 0 0 0 
0 a 0 0 
Cla) = 0 0 æ sil 
Lo o o o 
第 三 行 是 根据 


RTy’ a= Pky + ACI ayy 十 OCK) | 


得 到 的 ， 其 中 = ah, V ERTE h RARE 而 5 是 基 
THEA. 

向 后 差分 表示 的 一 般 Adams 方法 . 

这 种 表示 的 Adams 方法 的 一 般 形式 由 


1 Yo Yı Yr-2 Ve 
1 1 | 1 
N, 


给 出 , 其 中 4 一 一 2 或 一 1， 这 取决 于 校正 公式 的 阶 ,是 
与 预 估 公 式 的 阶 一 样 为 (k 一 1), 还 更 高 一 阶 为 (2. 
”这 种 表示 的 优点 是 a 的 分 量 有 变 得 更 小 的 可 能 ， 因 为 


Ate 的 第 j 个 差分 是 YO + OG), Ak, EPR 


H, 与 a 的 分 量 的 大 小 成 比例 。 舍 人 误差 也 只 在 前 几 个 分 量 


“中 有 意义 。 所 以 ,如 果 一 定 要 用 多 倍 长 精度 ,那么 ,a. 的 最 后 


几 个 分 量 可 以 不 必要 求 高 于 单 精 度 . 
应 用 均 差 作为 简化 改变 步 长 算法 的 一 种 方法 ,已 由 Krogh 
(1969) 提出 [ 见 Hildebrand (1956), 第 2 章 ]。 它 在 每 一 步 对 
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也 许 是 可 取 的 ,因为 其 中 计算 预 估 -校正 系数 的 总 的 计算 量 是 
少 的 . 


9.2.3. Adams 方法 的 Nordsieck 形式 - 


Nordsieck (1962) 提出 贮存 Ynos yn AYa/2, °°*, AR? X 
yD0/( 一 1)! 的 近似 值 代 规 贮存 因 变量 及 其 导数 值 . 他 的 
出 发 点 是 使 步 长 改变 简单 。Adams 方法 和 Nordsieck 方法 之 间 
的 对 应 关系 可 用 如 下 变换 来 说 明 . 

ZE (k — 1) 3 Adams 方法 中 用 到 的 一 组 贮存 Yas hyns. 
eee, hynn 的 值 唯一 确定 一 个 与 这 些 y 和 y 符合 的 《一 
1) 次 多 项 式 。 这 个 多 项 式 同 样 可 用 它 在 t HEKA (% 一 
.1) 个 导数 值 来 表示 . TÆ, 对 于 一 1 次 多 项 式 有 变换 

| a, = TY,, 
其 中 yn 一 [7 Ayas" sh neta], an 一 [yo 有 Jo DA 
(k— 1)! ], WF (9.11) 给 出 的 三 阶 预 估 ， 四 阶 校正 方 
法 ,我们 有 


1 0 0 0 
| o 1 0 0 
T=|o 2 -1 + 
4 4 
1 t 1 
0 6 "3 6 

和 | 
1 .0 0 0 

0 1 0 

T! 一 ， 
0 1 一 2 l 
0 1 —4 12 


由 此 得 到 

37] 

1 1 1 1 8 

1 

1 2 3 . 

A = TBT” = ,1=Te=] 3 |, 

0 1 3 了 

ad 4 

| 6 


(9.12) 


| IPR T RL KEL IE 3 A 相 乘 的 工作 
E. 其 实 ,并 不 像 表 现 得 那样 坏 , 因 左 乘 4 只 含有 加 法 .4 是 


”Pascal 三 角形 短 阵 , 它 的 《;， 力 元素 是 (7 ) 《4>j > 1 > 0). 


这 表明 1398] AI Ck 一 1) 阶 预 估 公 式 用 Taylor 级 数 给 出 为 
woe ~ (G; J a= 
si) + OC), 
(+G) Gi) 


RUT Aaa RKA Aa: 


ap—1 十 Ap—2 一 > Ap—y 


鉴于 关系 式 


a) + ag” ay 


k-i + ap—j —> å p—3 


ak- F ag- âk- 
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Ipar P 


ay + a, 一 > G2 


ak- 十 ag- > aka 


其 中 a, 是 a 的 第 7 个 元 素 . 这 需要 R 一 1)/2 RIEN E 
存 。 它 比 向 后 差分 方法 多 ， RAN TERNS RAER 
需要 2k 一 3 次 加 法 和 《一 1 次 贮存 . 

改变 步 长 & 倍 的 矩阵 Cle) 是 


全 二 一 


这 方法 还 有 向 后 差分 方法 的 伟人 误差 小 及 可 得 到 导数 的 直接 
估计 的 其 它 一 些 优点 .还 将 看 到 , 它 对 于 9.2.5 中 将 要 讨论 的 
高 阶 方程 是 有 用 的 . | 
”9.2.4. 改进 的 多 步 方法 

Ai dE SHY Dahlquist 定理 指出 : 强 稳定 的 & 步 方法 不 能 


超过 十 1 阶 .《 步 方法 发 展 起 来 的 表示 法 包含 一 些 不 严格 


的 多 步 方 法 . 方程 (9.1) 中 的 e 包含 由 方法 (B58) 确定 的 一 个 

常数 、 一 个 1 和 2% 一 2 个 等 于 零 的 元 素 。 如果 让 <c 的 其 它 元 

素 不 为 零 ,那么 会 发 生 什么 情况 呢 2 

. 通过 一 个 例子 能 够 很 好 地 看 到 这 一 后. 我 们 从 (9. mY 给 
出 的 四 阶 三 步 Adams-Bashforth-Moulton 格式 开始 , 不 用 (ye 
bY AV iy 表示 三 次 多 项 式 , 而 用 an = Lyns AYns Yes 

bym 其 变换 为 
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1 0 0 0 
0 1 0 0 
T= 1 -2 8 itp 
12 12 12 
0 0 1 0 
于 是 方法 由 < 3 
—4 4 5 2 8 
' 12 8 12 5 . 1 
A = TBT- = , i=Te= 
1 0 0 0 —1 
0 1 0 0 24 
0 
给 出 ,这 相当 于 由 


42,00.) = —4Y 5-1 + 3 n—a + 4ht,—1 + 2hf n—29 
| Do) = AIC Ynos tn) — (—129,-1 + 12y 4-2 . 
+ 8pf 十 Shfn—2)> 


3 
Vn.) == Yao 十 na, 


Dim) 一 hf (ya,cm)s tn) ~ AfC¥acm—v9tn)» 


3D 
Y n(m*1) = Y ním) + ma 


Va = Yn mM) 
te = Ilya m-n)» 


- Do 十 Do 十 十 Dou- 
Va-1 Yn- 加 24 


给 出 的 改进 的 多 步 方法 .在 最 后 一 步 之 前 ， 即 对 前 面 的 一 个 


函数 校正 之 前 ， 它 与 通常 的 多 步 方法 是 完全 等 同 的 。 正 是 由 


于 这 一 步 使 方法 变 得 稳定 。 由 于 这 个 方法 与 三 步 的 Adams- 
| Bashforth-Moulton 预 估 -校正 格式 等 价 ,我 们 知道 ,这 方法 是 稳 
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定 的 ,而 且 是 四 阶 的 ,虽然 它 只 是 一 个 二 步 方法 . 

我 们 从 阶 为 2k 的 (2% — 1) 步 Adams-Bashforth- Moulton 
方法 开始 ,把 这 方法 变换 成 为 相同 阶 的 k 步 改 进 的 多 步 方法 . 
于 是 ,只 要 放宽 多 步 方法 的 定义 ,考虑 到 ec 中 有 附加 的 非 零 分 


”“” 量 ， 那 么 稳定 的 阶 为 2% 的 K 步 方法 是 可 能 有 的 。， 正 是 由 于 


这 个 原因 ,我 们 提出 多 值 方法 的 名 字 2。 方 法 的 重要 特征 是 贮 
存 一 步 的 值 去 计算 下 步 的 值 而 不 是 久 存 几 步 的 信 ， 一 阶 方程 
的 包 值 方法 可 以 是 不 阶 的 ， 


9.2.5。 高 阶 方程 


像 用 单 步 方法 一 样 ， 把 高 阶 方 程 归 结 成 一 阶 方 程 组 之 后 

可 以 应 用 多 值 方 法 . 它们 也 可 以 直接 应 用 于 高 阶 方程 . 
我 们 考虑 已 有 的 多 值 方法 的 计算 公式 . 在 向 量 a HS 
有 解 的 先前 性 态 的 信息 , 它 可 以 看 成 为 在 tra 的 邻 域内 对 解 
进行 近似 的 一 个 次 数 为 一 1 的 多 项 式 的 表示 。( 假 定 在 a 
中 有 个 分 量 ) BUA ano = 4a, 是 用 这 个 多 项 式 ( 或 者 
”是 它 的 其 它 近 似 ) 对 于 的 a 值 的 外 插 。 如 果 使 用 可 能 的 最 
BRAC 一 1) 的 预 估 公 式 , 则 a 将 表示 同样 的 多 项 式 ， 如 
果 微 分 方程 的 解 是 次 数 为 k-1 或 次 数 更 小 的 多 项 式 , 且 


a, 正确 地 表示 了 那个 解 ， 则 除 舍 人 误差 外 ，a, 也 表示 那个 “ 


解 。 如 果 微分 方程 的 解 不 是 一 个 次 数 <k — 1 的 多 项 式 , 屠 
么 就 有 大 小 为 OO) 的 截断 误差 显然, 用 它 自己 本 身 作 预 
佑 不 能 是 稳定 的 ,因为 它 完全 没有 考虑 到 微分 方程 。 因 此 , 通 
过 量 测 由 au 给 出 的 近似 多 项 式 是 否 满足 的 方程 。 从 而 
对 前 面 的 步 传播 来 的 和 由 伟人 及 截断 引进 的 误差 进行 校正 . 


量 测 由 消 数 FCas.cw) 来 完成 ,如 果 满 足 微分 方程 , 则 Fano) 


1) 这 个 术语 是 由 Berkeleyin B. Parletf 教授 所 提出 的 
| ©1656 


rs, hrs ae 
e E 


一 一 一 一 一 一 . 


以 及 由 


f 


AS. APRA, BREDE anmo = anm + LF anm) 
把 Flanw) RIRS ao 上 .如 果 这 个 过 程 收敛 , 则 收敛 
到 a,, 使 得 F(a,) = 0, 这 个 过 程 的 稳定 性 取决 于 年 阵 . 


S, ->(: 十 12F (5,)) 4, 


而 且 已 知 对 一 阶 方程 , FEL, 使 得 这 个 过 程 是 稳定 的 ， 因为 7 


这 是 由 稳定 的 多 步 方 法 好 出 的 . 
我 们 上 自然 要 间 ， 如 果 把 完全 一 样 的 方法 用 于 高 阶 方程 会 


， 发 生 什么 问题 。 假 定 有 微分 方程 


yP) = f(y, y’ 3 y” >” 2 PY, t), 


我 们 使 用 一 种 表示 法 ， 其 中 a& 的 前 面 p 十 1 个 分 量 为 y， hy > - 


hèy” /2, -++, h?y?/p!, 定义 ， . | 
La (a, 2, 22.a, PE Dep 人 a, 
F(a) ~~ Ea LE 。 “2? h? 3 3 = ») fo 
其 中 atom: 个 分 量 ,; 从 0 数 起 ， 我 们 可 以 使 用 同样 
的 预 估 过 程 , 即 


83,0) = Aa,-1 


a,, (m+1) = a,,, (m) + IF (a,, (my) 


给 出 的 类 似 的 校正 过 程 ， 其 中 F(a) 用 来 表示 微分 方程 不 被 


a FORME NORA, H 了 是 为 了 达到 稳定 姓 和 精确 度 而 克拉 


的 ， 如 果 再 研究 误差 传播 , 则 得 方程 
e, =S,e,, +d,, 


”其 中 d, 是 局 部 截断 误差 ,5, 由 


/ s= [I (7 +E a) a 
给 出 ， aan 


一 ~ E a —5 + SE 5809 ， 
> J Ay “ p! 
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所 以 我 们 得 到 
S, = S + OCh), 
其 中 
s = (1 — 187)*4. : 
方法 的 稳定 性 取决 于 5 的 特征 值 。 如 果 d, AOC), 
又 $ 的 全 部 特征 值 都 在 单位 贺 内 或 单位 园 上 ,除了 1 是 ? 重 
特征 值 外 ,都 是 单 重 根 , 则 这 方法 当 h 一 0 时 收敛 。 第 10 ) 
证 明 如 下 结果 : 
| OR A 使得“ 预 估 ” 过 程 为 最 大 的 可 能 阶 是 tk 一 1), 则 
By eH I, 使 得 
S = (1 — 183)"4 

的 一 上 个 特征 值 取 任 何 选取 的 值 . S 的 其 他 2 个 特征 值 为 
1, Xk—p 个 特征 值 唯一 确定 1 的 最 后 一 上 p 个 分 量 ， 而 
I 的 前 面 p 个 分 量 可 选择 得 使 截断 误差 为 O(A+D)。 MRS | 
的 一 zp 个 "附加 特征 值 在 单位 贺 内 或 单位 圆 上 为 单 根 :对 
诈 阶 方程 这 样 的 方法 将 收敛 , 且 全 体 误差 为 Ote) o 
| 《如 果 f 缺少 某 些 导 数 ， 了 文 如 果 钾 始 值 的 选取 很 有 经 验 ， 
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于 是 看 到 ,不 管 使 用 什么 表示 形式 ， 我 们 总 能 选取 “附加 ” 


MEREERIN. 最 通常 的 渤 取 是 使 其 为 零 ,在 这 种 情形 。 a 


Adams 方法 类 似 的 阶 更 高 . 
SH re 阶 方程 有 2 个 等 于 1 的 主 特征 值 . 如 果 对 于 一 般 i 


的 线性 bp 阶 微分 方程 | 

yo?) +. aye 4. . -+ ay = 0, | 
已 得 到 稳定 性 矩阵 ， il] p 个 主根 将 接近 ce 人 一)， 
其 中 di 是 


AP te ah? + eee + ado = 0 © 
的 根 。 至 少 到 SAREEN 其 表示 式 是 令 人 


ES ABZ 


f . . . r 
， . ‘ 


f 


满意 的 、 只 要 当 计 算 了 时 避免 为 了 得 到 所 需要 的 导数 在 每 一 
步 进 行 线性 变换 .对 使 用 a 一 Ly, hy’, oe, BEV Y/R 
DII 的 表示 式 的 bp 一 1, 2,3 和 4 的 1 值 ,在 下 面 的 表 9.1 中 

给 出 。 全 部 “附加 ” 根 为 零 ， 所 以 对 于 p 二 1， 这 些 方法 与 


Adams 方法 是 等 价 的 . RRS OCR), 其 中 4 是 
使 微分 方程 可 记 为 yP = Ky, y, e YO, t) 的 最 大 整数 


(与 4 有 关 的 内 容 ,将 在 第 10 章 说 朋 ) SHIRA OCT), 
表 9.1 对 于 标准 形式 的 多 值 方法 的 系数 


P k h * i L l l l, ls i; 
3 f 1 4¢ oe 
4 3 1 3 4 
15 & 1 BB 3 ù 
6 83, 1 #H #H & wh | 
7 i 1 A ÈE a d w 
8 S287 1 48 $3 47 xi go. 
4 4 $ 1 4 . | 
-5 hy 3 1 è wf 
26 wf BH 1 h + 页 s 
7 Aa or 1 H w & w 
3 ee, 3 1 CHG Š% te rh mw 
5 4 4 §€ 1 3 o 
3 6 we i 4 1 名 
7 225 > H 1 H & th 7 
8 dite Ds te 1 # ate a ww. 
6 wg ww 1 $ 1 1 | 
47 dt ww A € 1 高 ww - 
8 gs tite wf tHe '§ K} ws «th 
例 | | | 
考虑 由 表 9.1 得 到 的 一 阶 方程 的 四 值 方法 . ENCE In 
byas Hy /2, 和 Ky” 6 的 值 ， Sad bears 51, Eje t 
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果 用 | 
| Vn | 7 f > 
Yet 1 0 0 0 hy, 
hey’? 加 1 — 1 1 一 1 kys 
2 | Jo ot 0 2 
hyn 0 0 1 —34] Ay,’ 
2 6 | 
“Ry, = Oa, 变换 到 贮存 Yn hye/ 2 和 hya- 的 表示 式 ， 
则 得 
2. 一 1 2 0 
B0407= 1 0 0 0 l 
0 0 2 一 1 
0 0 1 0 
c = Ol = [1/6,0,1,0]7, 
这 与 用 预 估 方程 


Yno = 2Va—-1 一 Va-2 + hy’, 


是 等 价 的 .这 是 对 特殊 的 二 阶 方程 ,=f(y, 的 一 种 Stormer 


(1907 和 1921》 显 式 公 式 . (在 这 种 表示 形式 中 利用 比例 导 - 
数 , 我 们 可 把 它 用 于 y 出 现 an 般 二 阶 方 程 ) 校 正 公式 与 


Yann 一 ZY 一 Vana 十 x [nto + 10y%-i + Ye-2] 


等 价 .这 是 对 特殊 二 阶 方程 的 一 种 Cowell 隐 式 方法 [Cowell 和 
Crommelin (1910)], 对 于 特殊 的 二 阶 方程 的 这 些 方法 的 一 般 - 
形式 在 Henrici (1962) 的 第 六 章 讨论 了 . 我 们 将 利用 这 种 比 
例 导 数 的 表示 形式 在 第 10 章 讨论 这 些 方法 的 理论 。 


9.3. 自动 控制 步 长 和 阶 


一 个 实现 多 值 方 法 的 程序 必须 使 用 开始 值 计算 、 变 步 长 
和 变 阶 作为 必要 的 技术 ， 本 节 讨论 这 些 技术 并 且 通 过 对 一 阶 


rr 


方程 的 一 个 通用 自动 程序 说 明之 . 

用 哪 类 等 价 方法 的 选择 取决 于 该 问题 的 本 身 ， 在 编制 通 
用 的 程序 时 ,关于 有 待 积 分 的 问题 的 性 态 , 几乎 一 无 所 知 , 所 
“以 ,* 附 加 ”特征 值 为 零 的 Adams 方法 通常 是 最 好 的 选择 ,( 对 
“于 特殊 问题 的 其 他 方法 ,在 第 11 章 讨论 , ) 但 是 , 本 节 要 说 的 
东西 以 及 后 面 给 出 的 程序 ,如果 适当 改变 常数 ,同样 适用 于 其 
他 方法 | 

如 果 “ 预 估 ” 公 式 的 阶 加 上 校正 迭代 的 次 数 超过 “校正 * 
公式 的 阶 ， 则 4 阶 校正 的 局 部 截断 误差 是 chya y 
.OCh2+2) 对 于 Adams-Moulton 方法 cen = r* (We 7.4). 为 了 
估计 yt), 至 少 需要 4 十 2 个 值 。 如 果 在 a 中 拥有 ?9 +1 


个 值 , 那 么 推导 a 时 所 产生 的 一 个 附加 值 足 够 用 来 估计 局 部 


”截断 误差 .由 于 需要 比较 几 种 不 同 阶 的 误差 ,我 们 使 用 向 后 差 
分 或 a 中 的 比例 导数 。 因 为 用 比例 导数 步 长 改变 是 比较 简单 
的 , 故 对 于 9 阶 校正 ,选用 a = [y, hy’, +++, hayq] 对 
“a& 的 g 十 1 个 值 来 说 ,“ 预 估 ” 公 式 也 可 以 是 4 阶 的 ,所 以 , 即 


使 公用 一 次 校正 迭代 ,误差 是 cohet yato + OCA) XE 


法 的 1 值 可 从 表 9.1 得 到 , 其 中 4,.……,ls BM K = 4 行 得 到 
的 ,而 是 从 KK = q 一 1 行 得 到 的 ( 表 9.1 给 出 方法 的 系数 ， 
其 中 校正 公式 比 预 估 公式 高 一 阶 ). 

用 这 种 表示 形式 ， 在 每 一 步 中 ，a 的 最 后 系数 的 改变 量 
Va, 是 关于 bey e/g) 的 一 种 估计 。 因 此 ， 若 控制 单 步 堆 
断 误 差 小 于 e, 必须 选取 A, 使 得 

carq!Yas S€, 


其 中 Vag 是 a 的 最 后 分 量 的 向 后 差分 . 当 如 分 一 个 方程 组 


1) 要 证 明 这 点 ,必须 证 明 ye 的 数值 解 是 由 yzn) 十 636(z A) 给 出 的 ,其 


中 Cen, A) 对 上 至少 有 4 十 2 一 8 次 过 续 导数 。 虽然 除 特殊 情况 外 不 能 
证 明 ,但 方法 似乎 是 成 功 的 . 
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时 ,希望 分 别 控制 每 个 分 量 的 误差 ,所 以 ,使 


Va | <e, 
wo 
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其 中 方程 组 的 每 个 元 有 一 个 Va, 分 量 和 权 分 量 w lehk 


Lr. 使 用 乙 :~ 模 是 因为 在 使 用 计算 机 上 来 计算 稍 谷 快 些 ， 
”如 果 最 大 模 计算 比较 快 , 它 完 全 可 以 同等 使 用 ， 注 意 , 如 采 使 
用 工 模 , 仅 需 算出 (由 la)? KERE (9.13). | 


基本 的 步 长 控制 程序 是 积分 一 步 并 完成 试验 (9.13)， 如 
果 试 验 成 功 , 则 采用 这 步 ; 否则 抛弃 .对 于 下 一 步 ,所 用 步 长 


或 重复 所 抛 计 的 步 所 用 的 步 长 估计 为 ah, 其 中 
如 果 采 用 这 个 步 长 ,这 个 误差 又 正好 与 jar on ALC 
Va, 步 步 不 变 ), 则 下 次 试验 正好 满足 .但 是 , Va, 不 总 是 不 变 


的 ,所 以 , 总 是 使 用 稍微 小 的 步 长 , 以 便 在 一 定 程度 上 可 以 其 
望 试验 (9.13) 得 到 满足 ， 在 后 面 所 给 的 程序 中 , “用 


1 E l 1 Uqti 
a E ——, yi 
四 cong ! | Va, | . 


t @. 


Z Vag 


+i 
c grid ! at 


来 估计 . 还 必须 检验 在 其 他 庄 阶 的 方法 中 能 用 的 步 长 由 于 
Va; S K? yD 
q? 


ha 
lq 人 pA _ i, 


阶 为 ?二 1 和 4 一 1 的 方法 能 用 的 步 长 可 估计 为 oh, 其 中 


1 1 1/(q+2). 7 
= Cae | 对 阶 为 1+1, 
1.4 | cy+29 1 | | 


0 


e 10] a 


1.3 | cag! | aq 


-1j i 对 阶 为 4 一 


to 


因子 1.3 和 1.4 提供 一 个 试验 (9.13) 能 成 功 的 大 致 范围 ， 它 


” 们 的 选择 ,强调 要 根据 便于 使 用 不 变 阶 的 方法 , 因 变 阶 需要 额 


外 的 机 器 时 间 , 然 后 便于 减 阶 ， BARRED AR wim 


. TFR. 


在 下 面 情况 下 估计 a: 
1， 如 果 一 步 失败 ,向 增加 阶 不 可 能 , 则 估计 o. 
2， 在 上 次 改变 阶 或 步 长 以 后 的 g 十 1 步 ， 估 计 。 [由 


”Nordsicck《1962) 所 引用 的 试验 以 及 由 这 位 作者 的 证 明 表 明 : 


如 果 放大 步 长 比 这 还 频繁 ,就 会 积累 大 的 误差 ,这 样 导致 后 面 
的 步 长 必须 减 小 ， 还 可 参看 本 章 末 了 的 问题 2 和 3.] 
3: 在 上 次 估计 “以 后 10 步 ,如 果 步 长 不 放大 , 则 估计 a 
(可 以 减少 过 于 频繁 的 试验 )，， 
估计 “时 , 阶 为 对 应 于 所 选择 的 最 大 阶 且 适 当 改 变 步 长 .. 


车 当前 的 阶 为 9， 且 = 委 1.1 ， 下 面 给 定 的 程序 不 放大 步 长， 
因为 步 长 放大 与 试验 所 耗费 的 机 器 时 间 相 比 是 不 值得 的 ， 


下 面 的 程序 处 理 六 个 方程 组 且 使 用 Adams 或 Stiff 方法 . 
Stiff 方法 在 第 11 章 讨 论 。 

开始 值 计算 几乎 是 自动 的 . 由 初 信和 微分 方程 能 够 计算 
hys 的 值 ,这 对 于 使 用 一 阶 方法 是 足够 的 . 然后 阶 控制 程序 能 


把 阶 增 大 到 符合 要 求 的 程度 ， 


YM AX 参数 是 包含 (9.13) 所 用 的 权 的 分 量 的 数组 . 在 
完成 包含 分 量 y 的 绝对 值 的 一 步 以 后 修正 YM AX PGR, 
如 果 后 者 比 YM 4X(7) 的 当前 值 大 ， 将 YM AX 的 元 素 进行 
修正 . 这 提供 了 在 相对 于 y: 的 过 程 中 与 最 大 值 有 关 的 误差 试 


O 验 , 除 非 用 户 在 每 次 调用 之 前 改变 YM 4X 而 不 考虑 这 点 , 所- 
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估计 的 单 步 误 差 控 制 在 参数 EPS 的 范围 内 .因此 , 如 果 与 
y 无 天， 总 的 误差 与 步 数 成 比例 . 如 果 方 程 是 稳定 的 ( 即 81/ 
Oy 是 负 的 ),， 则 前 面 的 误差 减 小 ,这 样 误 差 就 比较 小 ; 如 果 方 
程 是 不 稳定 的 ， 误 差 就 比较 大 . .这 是 因为 这 个 误差 控制 仅仅 
根据 局 部 截断 误差 而 来 . 

程序 注释 . 


应 当 注 意 ， 在 Stiff 方法 的 情形 (Stiff 方法 在 第 11 章 找 


述 )， 调 用 程序 M 4TINV 来 求 矩 阵 的 着， 实际 上 是 用 这 个 
矩阵 的 逆 左 乘 一 向 量 ， 每 次 矩阵 求 逆 的 工作 量 近 似 为 5N3/6 
个 附加 乘法 , 其 中 入 是 求解 方程 组 中 方程 的 个 数 。 调 用 一 级 
Gauss 消去 法 程序 能 够 代替 单个 调用 子 程序 MATINV, Pl 
如 Forsythe 和 Moler (1967) 第 68 页 上 的 DECOMP， 而 用 二 
级 ( 即 回 代 过 程 ) Gaussian 消去 法 程序 能 够 代替 用 矩阵 逆 左 乘 


向 量 的 环节 ， 例如 Forsythe 和 Morler (1967) 的 第 69 页 上 的 


SOLVE, 这 个 环节 出 现在 以 语句 标号 400 结束 的 五 个 语句 
中 。 这 种 改变 引起 的 附加 工作 量 为 调用 一 次 SOLVE 的 总 工 
作 量 , 调用 次 数 大 约 为 调用 DECOMP 或 MATINY 的 10 


倍 。 对 于 任意 大 小 的 N 《大约 5 以 上 ， 这 取决 于 所 用 的 计算 


机 ), 这 种 改变 过 的 程序 应 当 执 行 得 更 快 。 
表 9.2. 关于 Adams 方法 误差 对 函数 求 值 的 关系 


mx | 
在 :二 20 与 e 2 

EPS | 相 比 较 的 实际 误差 zake >x 
0.10000D-01 0.10950D-01 201 ”73 
0.10000D-02 .0.20696D-02 262 88 
0.10000D-03 —0.79186D-03 ”386 131. 
0.10000D-04 —0,35877D-04 391 132 
0.10000D-05 —0.61224D-06 529 179 
0.10000D-06 : 0,16620D-05 . 688 230 
0.10000D-07 —0,45687D-08 773 259 
0.10000D-08 0.14422D-07 734 247 
0.10000D-09 0.94759D-08 767 261 
0.10000D-10 , 0.20069D-08 946 . 323 


=- a a 
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图 9.2 用 自动 的 Adams 方法 对 指数 函数 的 误差 
FORTRAN 程序 


SUBROUTINE D1FSUB(NyT p Yp SAVE He HNIN SHHAX rEPS MF YHAX ERROR »KFLAGe 
1 JSTART,» MAXDER PW) 
IMPLICIT REALS (A-H-Q~-2Z) 
TT TT TT De 


C* THIS SUBROUTINE INTEGRATES A SET OF N ORDINARY DIFFERENTIAL FIRST 
C* ORDER EQUATIONS OVER ONE STRP OF LENGTH H AT EACH CALL. H CAN BE 
C% SPECIFIED SY THE USER FOR EACH STEP, BUT IT MAY BE INCREASED OR 
Cs DECREASED BY DIFSUB WITHIN THE RANGE HMIN TO HMAX IN ORDER TO 

Co ACHIEVE AS LARGE A STEP AS POSSIBLE WHILE NOT COMMITTING A SINGLE 
Ct STEP ERROR WHICH IS LARGER THAN EPS IN THE L-2 NORM, WHERE EACH 
Ce COMPONENT OF THE ERROR 1S DIVIDED BY THE COMPONENTS OF YMAX. . 


C® THE PROGRAM REQUIRES THREE SUBROUTINES NAMED 

ce OIFFUNIT, YDY? 

c+ MATING(PHe NoMe JF 

ce PEDERV( Te Ye PHM} | 

Ce THE FIRST» DIFFUNs EVALUATES THE DERIVATIVES OF THE DEPENDENT 

Ce VARIABLES STORED IN Y(1eL} FOR 1 = 1 TO Ne AND STORES THE 

C% DERIVATIVES IN THE ARRAY DY. ‘THE SECOND IS CALLED ONLY IF THE 

Cs METHOD FLAG MF IS SET TO 1 OR 2 FOR STIFF METHODS. IT MUST INVERT 
C% THE N BY N MATRIX STORED-IN THE ARRAY PWIMeM}. IE THE INVERSION IS 
Ce SUCCESFUL, J SHOULD BE SET TO 1, OTHERWISE IT SHOULD BE SET TO ~le 
Ce PEDERV IS USED ONLY IF MF IS 1, AND COMPUTES THE PARTIAL 

Ce DERIVATIVES OF THE DIFFERENTIAL EQUATIONS AS DESCRIBED UNDER THE 
Ce MF PARAMETER. 


C% THE PROGRAM USES DOUBLE PRECISTON ARITHMETIC FOR ALL FLOATING 
Ce POINT VARIABLES EXCEPT THOSE STARTING WITH P» THE FORMER ARE 
Ca SINGLE PRECISION TO SAVE TIME AND SpACE。 


Ce THE TEMPORARY STORAGE SPACE IS PROVIDED BY THE CALLER IN THE 

Ch SINGLE PRECISION ARRAY PW AND THE DOUBLE PRECISION ARRAY SAVE} 

C* THE ARRAY PW IS USED ONLY TO HOLD THE MATRIX OF THE SAME NANE, BUT 
C* SAVE IS USED TO HOLD SEVERAL ARRAYS. “THE REGIONS USED ARE 

Ce SAVE(Jo1) loLEaJoLEaB AND leLEoleLEoN IS USED TO SAVE THE 
ce _ VALUES OF Y IN CASE A STEP HAS TO BE REPEATED. 

ce SAVE(9,1) IS USEO MAINLY TQ HOLD THE CORRECTION TERMS IN THE. 
ce LORRECTOR LOOP, . 
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PRESS RERHERHEEHHREBREEHRHHRHEEHR HH DE ET 


SAVE(10,1) 


CORRECTION TERMS IN THE PREVIOUS STEP AFTER THEY 
MAVE BEEN ACCUMULATED IN THE ARRAY ERROR IN THE 


CURRENT STEP. THIS ENABLES THE BACKWARDS -DIFFERENCE 
OF ERROR TO BE FORMED. IT IS USED TO ESTIMATE THE 


STEP SIZE FOR ONE ORDER HIGHER FHAN CURRENT. 


SAVE(N14I1,1) ES USED TO STORE THE DERIVATIVES WHEN THEY ARE 


SAVE(N54151? 


COMPUTED BY DIFFUN. IT IS ALSO ACCESSED AS 
SAVEIN2¢1)- AS A COMPLETE ARRAY. 


THE PARAMETERS TO THE SUGROUTINE OIFSUB HAVE 
THE FOLLOWING MEANEM sSee 


SAVE 


HMAX 


THE NUMBER OF FIAST ORDER DIFFERENTIAL EQUATIONS. N 
MAY BE DECREASED ON LATER CALLS IF THE NUMBER OF - 
ACTIVE EQUATIONS REDUCES, BUT IT MUST NOT BE 
INCREASED WITHOUT CALLING WITH JSTART = O. 

THE INDEPENDENT VARIABLE. 

AN 8 BY N ARRAY CONTAINING THE DEPENDENT VARIABLES AND 
THEIR SCALED DEREVATIVES. YtJSelsI} CONTAINS 
THE J-TH DERIVATIVE OF YII) SCALED 8Y 
Hee J /FACTORIAL(J) WHERE W 1S THE CURRENT 
STEP SIZE. ONLY Yilesl}). NEEO BE PROVIDED BY 
THE CALLING PROGRAM ON THE FIRST ENTRY. 
| IF IT 15 DESIRED TO INTERPOLATE TO NON MESH POINTS 
THESE VALUES CAN BE USED. IF THE CURRENT STEP SIZE 
IS H AND THE VALUE AT T + E IS NEEDED, FORM 
$ = E/H, AND THEN COMPUTE 


NO 
Y(IJIT+E} = SUM YIJ4L9T 本 9 中 中 
J=0 
A BLOCK OF AT LEAST 12%N FLOATING POINT LOCATIONS < 
USED BY THE SUBROUTINES. 
THE STEP SIZE TO BE ATTEMPTED ON THE NEXT STEP. 
H MAY BE ADJUSTED UP OR DOWN BY THE PROGRAM . 
IN ORDER TO ACHEIVE AN ECONOMICAL INTEGRATION. 
HOWEVER, IF THE H PROVIDED BY THE USER DOES 
NOT CAUSE A LARGER ERROR THAN REQUESTED, IT 
“WEILL BE USED. TO SAVE COMPUTER TIME, THE USER IS 
ADVISED TO USE A FAIRLY SMALL STEP FOR THE FIRST 
CALL. IT WILL BE AUTOMATICALLY INCREASED LATER. 
THE MINIMUM STEP SIZE THAT WILE BE USED FOR THE 
INTEGRATION. NOTE FHAT ON-START ING 了 HIS MUST 
MUCH SMALLER THAN THE AVERAGE H EXPECTED SINCE 
A FIRST ORDER METHOD IS USED INITIALLY. | 
THE MAXIMUM SIZE TO WHICM THE STEP WILL BE INCREASED 


THE ERROR TEST CONSTANT. SINGLE. STEP ERROR ESTIMATES | 


DIVIDED BY YMAX(€I). MUST BE LESS THAN THIS 
IN THE- EUCLIDEAN NORM. THE STEP AND/OR ORDER IS 
ADJUSTED TO ACHEIVE THIS. 
THE METHOD INDICATOR. THE FOLLOWING ARE ALLOWED. < 
O AN ADAMS PREDICTOR CORRECTOR 1S USED. 
1 A .MULTI-STEP METHOD SUITABLE FOR STIFF 
‘SYSTEMS IS USED. IT WILL ALSO WORK FOR 
NON STIFF SYSTEMS. HOWEVER THE USER 
MUST PROVIDE A SUBROUTINE PEDERV. WHICH 
EVALUATES THE PARTIAL DERIVATIVES GF 
THE DIFFERENTTAL EQUATIONS WITH RESPECT 
‘TO THE Y'S. THIS 15 DONE BY CALL ` 
PEDERV(TeY»PWeM).” PN TS AN N BY N ARRAY 
WHICH MUST BE SET TO THE PARTIAL OF 
THE I-TH EQUATION WITH RESPECT 
TO THE J DEPENDENT VARIABLE IN PH(I,J}. 
Pw IS ACTUALLY STORED IN AN M BY M 
ARRAY WHERE M IS THE VALUE OF W USED ON 
THE FIRST CALL TO THIS PROGRAM. 
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IS USEO TO SAVE THE VALUES OF THE SUMS OF ALL DF THE 


HOLOS THE DERIVATIVES. DURING JACOBIAN EVALUATIONS. 
IT IS REFERENCED AS SAVE(N6e1) AS A COMPLETE ARRAY. 


PERE H ER ERA HER RH ERE EEEE EHH EERE ORE ERODE HERDER ERED 


ce . 2 THE SAME AS CASE ls EXCEPT THAT THIS » 
ce SUBROUTINE COMPUTES THE PARTIAL * 
Ct DERIVATIVES SY NUMERICAL OIFFERENCING = 
ce OF THE DERIVATIVES. HENCE PEDERY ls » 
ce WOT CALLED. * 
c> YMAX AN ARRAY OF N LOCATIONS WHICH CONTAINS THE MAXIMUM ~ + 
Ct OF EACH Y SEEN SO FAR. IT SHOULD NORMALLY BE SET TO ad 
cs 1 IN EACH COMPONENT BEFORE THE FIRST ENTRY» (SEE THE $ 
c» DESCRIPTION OF EPS.) 四, 
c* ERROR AN ARRAY OF N ELEMENTS WHICH CONTAINS THE ESTIMATED * 
cs l ONE STEP ERROR IN EACH CONPONENT. * 
c+ KFLAG A COMPLETION CODE WITH THE FOLLOWING MEANINGS so 2 
c* +1 THE STER WAS SUCCESFUL. i + 
c+ “1 THE STEP WAS TAKEN WITH H = HMNe BUT THE e 
ce REQUESTED ERROR WAS NOT ACHIEVED. + 
c+ -2 THE MAXIMUM ORDER SPECIFIED WAS FOUND TO + 
ct | SE TOO LARGE. ad 
G* =3 CORRECTOR CONVERGENCE COULD NOT .BE E. 
cs - . ACHIEVED FOR H GTe HMI, + 
ce -= THE REQUESTED ERROR IS SWALLER THAN CAN * 
ce | SE HANDLED FOR THIS PROBLEM. + 
c+ JSTART AN INPUT INDICATOR WITH THE FOLLOWING MEANINGS.» * 
c -1 REPEAT THE LAST STEP WITH A NEW t = 
c» O PEREORM THE FIRST STEP. THE FIRST STEP * 
cs ; MUST BE- DONE WITH THIS VALUE OF JSTART * 
cs SO THAT THE SUBROUTINE CAN INITIALIZE * 
ce ITSELF. + 
cè . +1 TAKE A NEW STEP CONTINUING FROM THE LAST. * 
c+ JSTART 1S SET TO NQ, THE CURRENT ORDER OF THE METHOD + 
cs l AT EXIT. NQ 15 ALSO THE ORDER DF THE MAXIMUM * 
ce _ DERIVATIVE AVAILABLE. * 
ce MAXDER THE MAXIMUM DERIVATIVE THAT SHOULD BE USED IN THE * 
cs METHOD. SINCE THE ORDER IS EQUAL TO THE HIGHEST = 
cs ` DERIVATIVE USED, THIS RESTRICTS THE ORDER. IT MUST 可- 
Ce BE LESS THAN @ FOR ADAMS AND 7 FOR STIFF METHODS. > 
Ce Pw A.BLOCK OF AT LEAST N82 FLOATING POINT LOCATIONS.) + 
4 


Cree EITITITTIITTITIT TTT ‘ee Sateeenes 
DIMENSION ¥(8¢13 se VMAX (1) sSAVE(1051 he ERROR(1) PwEl) > 
1 ALSI sPERTST C7 +2433) 
C#eeee88086 eesees FES OESSESCSSEES SEIS ESESEESS FEKESEDERRE TEESE ESHREEESES aod 
Ca THE COEFFICIENTS IN PERTST ARE USED IN SELECTING. THE STEP AND 
C* ORDER, THEREFORE ONLY ABOUT ONE PERCENT ACCURACY IS NEEDED. : 
CFSE EOEENFEETKE OEESS FRESE SEEESESS ra ATLETET EEES i E TETEE ETE EELA TE E ia E i ESE 
DATA PERTST /2.0¢4.5r7 33310.42 else Fel elSeleGs - 


1 s 200, 1260024204 37 089953033 100088797» 
2 3 0D 06 0009 0167 94205915 .98 01 Oe) o0e ~ 
3 1200 96 24005 37 OF 9 530 33:70. 00,8797}. 0r 
4 Lee ho 0005 9061667 10604133 20,.008267 0 ede 
5 beOe le Oe ZeO el oOeae 3157:0707 y 01397. 
DATA A(2) / -1.0 / 

IRET = 1 

RFLAG = 1 


IF (JSTART.LE.0) GO TO 140 . 
Cosesccsvcebessssecsnssceaeeseeeesseeceseeseenseesssseceseescececesssess 


Ce BEGIN BY SAVING INFORMATION FOR POSSIBLE RESTARTS AND CHANGING 


= 
C? H BY THE FACTOR A IF THE CALLER HAS CHANGED He ALL VARTABLES be 
Ch DEPENDENT ON H MUST ALSO CHANGED. 2 
Ce E IS A COMPARISON FOR ERRORS OF THE CURRENT ORDER NQ, EUP Is + 
* 
+ 
i 


”Ch TO TEST FOR INCREASING THE ORDER, EDWN FOR DECREASING THE ORDER. 


Cò HNEW IS THE STEP SIZE THAT WAS USED ON THE LAST CALL. 
CERSHESSAESEESESEEESSESESERESESS SEEE SHEESH EEEKE GENER OH SCESSEESE SS ESTES OK i i d EES 
100 DO 110 I = 1 从 f 
. DO 110 J a 15K 
130 SAVELJ I) = YJ)? 
HOLD = HNEW 
1E (HoEQ.HOLD) 6Q TO 130 
120 RACUN = H/HOLO 
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IRETI = 1 
GO TO 750 
130 NOOLD = NO 
TOLO œ T 
RACUM = 1.0 
IF tUSTART.GT.0) GO TO 250 
GD T0 170 . 
140 IF 6(SSTART.EQ.~1) GO TO 1460 
C#TSEREHEETIESERERSHES £BEEREE TEESE TESSEEESE SERACES RIES SESESEREERSEREREHE SED 
Ce ON THE FIRST CALE., THE ORDER IS SET TO i AND THE INITIAL = 
Ce DERIVATIVES ARE CALCULATED. * 
CHOSE NASER EEREEHERE SERGE EEEES ESSE EERESEESESESESRERSSES ESSESEERSEEESES ED 
NGO =]. 
= N’ 
= t10 
N2 = NI + 1 ed 
= New? 
= N) +w 
NG = NS + 1 
CALL DIFFUNIT, V¥eSAVE(N2+1)) 
00 150 I = loeN 
150 YT) = SAVE(NL+I-1)*H 


HNEW = H 

K = 2 

GO TO 100 
TT TDD oo dD EEEEESERSEEEES 
C+ REPEAT LAST STEP BY RESTORLNG SAVED INFORMATION, + 


COPSOROSRB ERS ESLER SRSSLS SEES L STORE SESRSOSS SASS SES AE REESE SRESS SEES SSIES 


160 1F tNQ,EQ.NQOLD) JSTART = 1 
T = TOLD . 
NO = NOOLD 
K = NQ + 1 
GO TO 120 
CAPSS ERERESERECEK SRE EEESEEREEEHESEESESEK ESTES SSERERSOEREERESESESRES ERE 
C+. SET THE COEFFICIENTS THAT DETERMINE THE ORDER ‘AND THE METHOD * 
Cr TYPE. CHECK FOR EXCESSIVE ORDER. THE LAST TWO -STATEMENTS OF * 
C* THIS SECTION SET IWEVAL .GT.O IF PW IS TO BE RE-EVALUATED + 
C* BECAUSE OF THE ORDER CHANGE, AND THEN REPEAT THE INTEGRATION * 
C* STEP IF IT HAS NOT YET BEEN DONE (IRET = i) OR' SKIP TO A FINAL bd 
C* SCALING BEFORE EXIT IF IT HAS BEEN COMPLETED (IRET = 2)e * 
CHOOSESESENIEROSESEER ERED ERE SER NESE SESE SS EEERES SEES CESSES ONENESS SEED 
170 IF (MFeEQeD GO TO 160 
IF (NQ.GT.6) GO TO 190 
GO TO (2212222222349 22402255226) 9 NO 
180 IF (NQ.GT.7) GO TO 190 
60 TO 12126212¢2139214 921572360217) 9NO 
190 KFLAG = -2 
RETURN 
CESRSE SEEKS EEEER ESSE EEEESESESESSERSEEEEEREOESSES HOESE HEED E EE TE EEEE TEE E 
Ce THE FOLLOWING COEFFICIENTS SHOULD BE DEFINED TO THE MAXI HUM 
C* ACCURACY PERMITTED BY THE MACHINE. THEY ARE» IN THE ORDER USED.. 


+ 
+ 
让 
Cè -1 并 * 
Ce -1/29=1/2 hg 
Ce -5/1L25~3/49-1/6 * 
Ch 3/8 em LI/SLZe~1L/ 39-1 /24 + 
Ch =251/720:-25/246=35/72,75748,-1/120 2 
Ch ~95/288 o=137/1209~5/8 5-17 1969-1 /400-1/720 s 
Ce —19087/60460,-49/40,~203/270 149/192 9-7 / 1469-7 /1440,-1 /5080 = 
x 

= 

+ 

$ 

a 

= 

£ 

E3 


c* =} 

Ch ~2/3—9-1/3 

C: e6/ ble 6/11 11 

Ce 12/25 977/10 9-1/5 5-1/50 

CS 120/42 745-2 25/2 Fae BS/ 274 A156 / 2TH eH L/L 276 

CC®. 180/461 5-58 /63 9 -15/3647°25/252 9- 3/252 »-1/ 1764 

CHPSSSESSHATERS SH SCKTAKSSERETSES FECES KRECEEKTES EASE SEEESEEEROERDEEERTEOOREED 


212) Atl) » =}.0 
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G0 7D 230 
212 Ath? = -0.800000000 
A(3) = -0.500000000 
GO TO 230 
213 AULD = ~0.4166666666666667 
A(3} = -0.750000000 
ALS) = —0.1666666666666667. 
GO TO 230 
214 ACL) = -0.375000000 
A(3) = —0.9166666666666667 
Alé) = ~0.3333333333333333 
AUS) = =-0.0416666666666666? 
GO TO 230 
215 ACL) = -0.34861111111212 
AL3) = -1.0616666666665667 
AG) = -0.4861111111111111 
AIS} = —0.1061666666666667 
A(G} = ~0.008333333333333333 


GO TO 230 ` .| 
216 ALL) © ~0.3298611111111111 
Al3Y © —1s3616666666666667 
Als} = -0.625000000 
AI5} = -0.1770833333333333 
AI = ~0.0250000000 
A(T} = -0O.001388888888888889 
GO TO 230 
. 217 AIl) = -0.3155919312169312 
Al3} = =—12235D00000 
Al4) = -0.7518516518518519 
ALS) = -0.2552083333333333 
Aló) wn —O.O4B6E1LLIBIILIIII1 
AIT) w -O, 00486111 LLILILIII2 
ALB) = -0.00019841269841 26984 
GO TO 230 
22} ACL) = —1.000000000 
GO TO 230 


222 All?) = $0.6565666666666667 
Al3) m =0.3333333333333333 
GO TO 230 

223 All} © = 0,5454545454545455 
A(3) = ACL) 
A(4) @ ~0.09090909090909091 
Go TO 230 

224 ACL) = -0.480000000 
A(3} = =0.700000000 
Aik} = -0.200000000 
A(S} œ =0.020000000 
GO TO 230 

225 AlL) = -0.431956204379562 
Al3} » -0.8211678832116798 
ACG) = =0,3102189781021898 
Al5) = -0e05474452554744525 
AL6 = -0s0036495350364963504 


GO TO 230 
226 Afl) = -0.4081632653061225 
A(3) = -0。9206349206349206 
A14) © =0.4166666666656667 
© AIS) = -0.0992063492063492 
- A16) = ~0.0119047619047619 


A(T} = ~0.0005668934624036282 
230 K = NQel 

[00u6 = K 

MTYP ~ {4 = NF}/2 

ENO2 Œ .S/FLOATING + 13 

ENQ3 = .S/FLOAT(NG + 2} 

ENOL = 0.5/FLOATINGQ} 

PEPSH = EPS 

EUP = (PERTSTING :MTYP,2} *PEPSH) 642 


== ep =r 


= 


E = (PERTSTING MTYPe1) SPEPSH) #42 
EDWN =(PERTSTINGsMTYP, 3)*PEPSH) #42 
IF (EQwN.EQ@.0) GO TO 760 
BND = EPS*ENQ3/OFLOAT IN? 

240 IWEVAL = MF 


GO TO ( 250 y 686 re IRET 
[| 


Ce THIS SECTION COMPUTES THe PREDICTED VALUES BY EFFECTIVELY 市 
C* MULTIPLYING THE SAVED INFORMATION BY THE PASCAL _TRIANGLE + 
Ce MATRIX. + 


CORSCRRRS SERRA SAHOREEEESISE EHESEEDOREDSEOR ESSE SEES HEESORESEEREREEORSSES 


250 TT sn + 
DO 260 J = 29K 
00 260 Jl £ jr 
J2 =K- JL + J eo] 
DO 260 I = 1,N f 
260 ¥{J2eT) = YEJ2rih + Y{J2+1+1) 
MIttTIttliiT TI Ti fitter titi Tt Tite TTE TER ETTET TT TT 
c. UP TO 3 CORRECTOR ITERATIONS ARE TAKEN. CONVERGENCE IS TESTED a 
a BY REQUIRING CHANGES TO BE LESS THAN BND WHICH 15 DEPENDENT ON "> 


Ce THE ERROR TEST CONSTANT. + 
c> THE SUM OF THE CORRECTIONS IS ACCUMULATED IN THE ARRAY i 
c+ ERRORI fte IT 15 EQUAL TO THE K-TH DERIVATIVE OF Y MULTEPLIED * 
Ce (BY H**K/(FACTORIAL(K“1L)OA(K)), AND IS THEREFORE PROPORTIONAL + 
ce TO THE ACTUAL ERRORS TO THE LOWEST POWER OF H PRESENT. (H**K) + 

a 


COPSESERATES EERE SE TRESES ERLE ESSERE SEAR ETEDN SESE REGED eanne EPISODE OOER 
00 270 1 3 lew 
270 ERROR{L) = 060 ° 
| 00 430 L = 1+3 


CALL DIFFUN (TY SAVEIN2.1HI 
COERESCESEKERESEERALESKEEROR ERS TEER EAEERGOEEHSERRS TT 


ce IF THERE HAS BEEN A CHANGE OF ORDER OR THERE HAS BEEN TROUBLE * 
Ce WITH CONVERGENCE: PW TS RE-EVALUATED: PRIOR TO STARTING THE + 
C* CORRECTOR ITERATION IN THE CASE OF STIFF METHODS, JWEVAL IS . . 


cs ‘THEN SET TO ~1 AS AN ENDICATOR THAT IT HAS BEEN DONE. 
Cosenesansencengdaceesngchhesecegevenssuseaeeeatseug esses cosesenecsetees 
IF (WEVAL oT ,A GO TO 350 
IF ({MF.EQ.2) GO TO 310 
CALE PEDERVITs VePWeN3? 


R = ACL)*H 
00 280 1 = 1leN4 
280 PWL) = PH( IT) 
CEHF4FS FESR REEEER SONOS CEEEEERESEERED ET FHERS 6496484 LITT 
C% ADD THE IDENTITY MATRIX TO THE JACOBIAN ANO INVERT TO GET Pw. + 


Co 
290 DO 300 I = ly . 
300 PU Tainas TANS) a 1.0 + PWULSIN3S 41) NII 
IWEVAL » = 
CALL MATINVIPWeNeN3 gJ1) 
TF (31.6T20} GO TO 350 
GO TO 440 
PATTTTTTPOI PIPPI TT TTT 
Ce EVALUATE THE JACOBIAN INTO PW BY NUMERICAL DIFFERENCENG. R IS THÈ * 
Ch CHANGE MADE TO THE ELEMENT OF Yo IT IS EPS RELATIVE TO Y WITH * 
Ce A MINIMUM OF EPS#22, . 
RM 
- 310 DO 320 1 = lsN 
320 SAVE(9s1) @ Yili? 
DO 340 J = lM 
R= EPS*DMAXL(EPS,DABS(-SAVE (Sed 1) 
VOL JE © Yili +R 
D = ACL) *H/& 
CALL OFFFUN( Te¥ eSAVE(NGe1)} 
DO 330 1 = LoN 


330 Pei Et J~LP OND) = LSAVEENS St] 923 = SAVE( N14] 239990 
340 YIJI = SAVEL} 
GO TO 290 


- 9° 199 e 


| 
| 
| 


350 IF (MF.NE.O) GO TO 370 
DO 360 I = leN l 
360 SAVE(901) = Vi2el) - SAVEINL +E 91 )9H 


. GO TO 410 
370 00 380 1 = 1,58 
380 SAVEINS+I61} œ Yi2,l) ~ SAVE(NI#1»2)¢H 
00 400 I « 1 时 
D a 0.0 
00 390 J = loeN 
390 De D + TO TI N3 SAVECN5 ol) 
400 SAVE (Sr 1) =- 
410 NT = N 


COSSRSNRRE EES ENSESRS OSES E REESE RSESERERREEEESRORTEHRENERSSESEESESSTEEEHES 
Ch CORRECT AND SEE IF ALL CHANGES ARE LESS THAN BNO RELATIVE TO YMAX. # 
C* IF SO, THE CORRECTOR 1S SAIO TO HAVE CONVERGED. * 
(E EEO EO E EOE OEOD E EOE ETTE TEE EEEE EE EEEE EE EET EEE EET E E E SSEE S i ii E i E E E SS OOSESS 
DO 420 I = ist . ， 
ET oN 
V(2Ze1) = Yt201) = SAVE(9,E) 
ERRORI) = 上 良民 站 人 TH + SAVE(Gs1) 
IF (DABSLSAVE(19 TI)eLE。(BNDYHMAXET) NT = NT - 1 
* 420 CONTINUE 
IF {NT.LE.0) GO TO 490 
430 CONTINUE — 
COSSHSSOESAERNEEESREEESO HRS EELSREDEHENDEERSEORRSENSEESSERERSSEEEEEREES 
Ce THE CORRECTOR ITERATION FAILED TO CONVERGE IN 3 TREES. VARIOUS s 
Ce POSSIBILITIES ARE CHECKED FOR. IF H IS ALREADY HMIN AND * 
Ce THIS IS EITHER ADAMS METHOD OR THE STIFF METHOD IN WHICH THE * 
Ce MATRIX PW HAS ALREADY BEEN RE“~EVALUATEDs A NO CONVERGENCE EXIT 让 
C* IS TAKEN. OTHERWISE THE MATRIX. PW IS RE-EVALUATED AND/OR THE +. 
C* STEP IS REDUCED TO TRY AND GET CONVERGENCE. - + 
CESSESEFSSEEESSESSESRESESCEFEESSSESESASHSESSKES ttet SESESESASSERILSS SRS 
440 T = TOLD 
IF (HoLE。 HMINTL 00001)! AND CC EWEVAL — MTYP}oLTe~1)) GO TO 460 
IF ((MFLEQ.0)eORs C PWEVALSNE*O)) RACUM = RACUM*0.2500 
IWEVAL = MF 
IRET] = 2. 
GO TO 750 
460 KFLAG = -3 
470 DO 480 1 = 1,N 
DO 480 J = 1K 
480 YiJ I} = SAVYET3 TY 
H = HOLO i 
NO = NOOLD 
JSTART = NO 
RETURN 
Cos OnsesedaeeeeseassaseeERNTeeneeEDteneeeseReeeneeeessaeeHesssanesseeee 
Ce THE CORRECTOR CONVERGED AND CONTROL IS PASSED TO STATEMENT 520 * 
Ce IF THE ERROR TEST IS OsKee AND TO 540 OTHERWISE. * 
C* IF THE STEP IS OK. IT IS ACCEPTED. IF ID0UB MAS BEEN REDUCED * 
C* TO ONE, A TEST IS MADE TO SEE IF THE STEP CAN BE INCREASED ~~. * 
C9 AT THE -CURRENT ORDER OR BY GOING TO ONE HIGHER OR ONE LOWER. ‘ + 
Ca SUCH A CHANGE IS ONLY MADE IF THE STEP CAN BE INCREASED BY AT + 
Ch LEAST lel. If NO-CHANGE IS POSSIBLE IDOUS IS SET TO 10 TO » 
C* PREVENT :FUTHER TESTING FOR 10 STEPS. oOo. 
Ck IF A CHANGE IS POSSIBLE, IT IS MADE AND IDOUB IS SET TO . : + 
Ca NO + 1 TO PREVENT FURTHER TESING FOR THAT NUMBER OF STEPS. * 
C* IF THE ERROR WAS TOO LARGE, THE OPTIMUM STEP SIZE FOR THIS OR + 
C* LOWER ORDER IS COMPUTED, AND THE STEP RETRIED. IF IT SHOULD + 
Ch FAIL TWICE MORE IT IS AN INDICATION THAT THE DERIVATIVES THAT + 
HAVE ACCUMULATED IN THE Y ARRAY HAVE ERRORS OF -THE WRONG ORDER + 
+ 
4 
$ 


| 
* 


CC* SO THE FIRST DERIVATIVES ARE RECOMPUTED AND THE ORDER IS SET 


Ce TO i. 
C8ERRSERESERERERAEEEA ES EEREREEEEESS REREEREEEREREREEEEREE FOREEREREE EOS E i 
430 0 = 0.0 
BO 500 I « 1,N “ 
500 Os D + LERROR( F }/YMAX{] } D842 
IWEVAL = 9 
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> 


LTTE PETE TCE TTT TTT TOT TT TOTTI CT TTT TTT TOT OTT STOTT TT TTT TTT ere 


IF iD.GTs€} GO TO 540 
1P (K.LT.3} GO TD $20 


C® COMPLETE THE CORRECTION OF THE HIGHER ORDER DERIVATIVES AFTER A 


cy SUCCESFUL STEP. . 
CKERKESEEESEERE ATER CAERIESSRRERGRERECERRERE RDO EROS ESRERRES O49999 989905 


510 


529 


530 . 


OE 


DO 510 J FK 

DO 510 I # TaN 

Yodel] = YI 了 Ti + ALJ) *ERROR CLD 

KFLAG >» +1 
HNEW = H 
IF (@{nous.LE.1} GO TO 550 
100UB = IDOUB ~ t 
EF (100uB.GT.e1)} GO TO 700 
DO 530 1 æ is¢N 

SAVE{10,I} = ERROR(I) 
60 TO 706 


Cx REDUCE THB FAILURE FLAG COUNT TO CHECK FOR MULTIPLE FAILURES. 
C* RESTORE T TO ITS ORIGINAL VALUE AND TRY AGAIN UNLESS THERE HAVE 


C THREE FAILURES» 


IN THAT CASE THE DERIVATIVES ARE ASSUMEO TO HAVE 


Ce ACCUMULATEG ERRORS SO A RESTART FROM THE CURRENT VALUES OF Y IS 
Ct TRIED. ~ 


CAEMTROREEASERERESEAEOAEEESESRAEREREREEETOSRENEKEHERS HEE SOREEE EER OE ROE 


540 


KELAG © KFLAG ~ 2 

IF (HoLE»(HMIN#L600001}) GO TO 740 
T æ TOLD . 

IF (KELAGeLEe~5) GO TO 720 


a 
+ 


s 
+ 
M 
x 
省 
5 


(EE E EE EE E EARE DE ERREA EAEE EEEE EEEE EEEE EEE EEE EEEE E E EEE ET EE E EE E E E DEER 
Ce PRI PRZ; AND PR3 ‘WILL CONTAIN THE AMOUNTS BY WHICH THE STEP SIZE * 
C* CHOULD.BE OIVIOED AT ORDER ONE LOWER, AT THES DROER: ANG AT ORDER 
C® ONE HIGHER RESPECTIVELY. 
COHSRARERERSARERERRSRERESESESERDRERARG ROERSERERERKEES EKER ES ERERENESOORS 


550 


560 
570 


$80 
590 


$00 
610 


PRZ 3 (D/E) #®#ENQ2*1 22 
PR3 œ 1.6420 
rr if ( (NQ GE MAXDER? ORs (KFLAG, LE GO TO 570 
= 6.9 
QO 540 I = 1,N 
Hed * LCERROR (LE). = SAVEC10O¢ FP D/YMAX(1) } *92 
PR3 = (D/EUP) RFENQ3¥1 26 
PRI = 1,E+20 
IF (NQeLEel} GO To 590 
Dx 0.0 
DO 580 1 aw LN 
“OD = D + (YIK [}/YMAX(I})*t2. 
PRI = (D/EDWN) **ENQ191L.3 
CONTINUE 
IF (PR2.LE,PR3) GO TO 650 
IF (PR3eLT«PRI} GO TO 660 
R = 1.O/AMAX1(PR1 ole E~%) 
NEWQ # NÒ =- 1 
IDOU8S = 10 
IF ((KFLAG.EQ.1)-AND, {ost Te (lal)? GO TO 700 
IF (NEWO.LE.NQ} GO TO 63 


+ 
* 


CAneusnsensseessnsananeensaneeensansneareneusesesersesentyépeesnateatace 


C* COMPUTE ONE ADDITIONAL SCALED DERIVATIVE IF ORDER IS INCREASED. 
COMERS OSERER SORE ERR AESERSE RSE EDPSER TS SEEESESESSSERERER SECS OCR ETEDES TENTS 


620 
630 


640 


650 


DO 620 1 2 IN 
Y(NEWO*1-1) = ERROR(T)*A(K) /DFLOATIK} 

K = NEWO + L 

IF (KELAG.EQ.1)} GO TO 670 

RACUM = RACUM*R 

IRETL = 3 

60° TO 750 

IF (NEWQ.EQ NOI} GO TO 250 

NG = NEWG 

GO TO 170 

iF (PA2ZeGTePRL} GO TO 600 


. 


1 


\ 


Tm eT 


Henny vos 


e 


和 


660 


670. 


_ 680 


696 


700 
710 


720 


730 


740 


cosese 
Cs FHIS SECTION SCALES ALL V 


NEWQ = NQ 
R a LeO/AMAXLIPR251.E~49 
GO TO 610 


R= LeO/AMAXI(PR3,1.E-4} 


NEWQ = NO € 1 
GO TO 610 
IRET = 2 
R = DMINL(R »HMAX /OABS(H)D 
H = HER 
HNEW = H : 
IF iNQ.EQ.NEWO) GO Te 680 
NO = NEWO -t 
GO TO 170 
Ri = 1.0 
DG 690 J = 2eK 
Rl = RLER - 
DO 690 1 «= len l 
YiJel) =, Vide FPFRY 
loous = K ` 
DO 710 I = 1;N 


YMAX€I) œ OMAX LYMAX T1 DABSIYIL TID) 


JSTART = NO 

RETURN 

IF (NQ.EQ.1) GO FO 760 

CALL DIFFUN (Te Ye SAVE (NZ51)) 

R = H/HOLD 

DO 730 I = 1 
Yill) = SAVECLs4) 
SAVE(2,1) = HOLD*SAVE (N14141) 
Yil} = SAVEC2¢ I)FR 

= i ; 

KELAG = 1 

GO TO 170 | 

KFLAG = -1, 

HMNEW = H 

JSTART = NO 

RETURN 


CT 


C> YO THE ENTERING SECTION. 
CESCRRRSNASEREESESHESESEERSSESEE REN ES EERE EEERDE NESTS EECA RENEE EERE SESEEES 


750 


RACUM = DMAX1 (DABS (HMIN/HOLD) RACUM) 


RACUM = OMENL ERACUM DABS (HMAX/HOLO? ) 


Ri = 2.0 

DO 760 J =z 2ek 
RL = RIFRACUM 
DO 760 I = isn 


760 Videl) = SAVE(J,1)*R] 
H = HOLO*RACUM 
. OC 770 1 = Yeh 
770 YI = SAVEL, I) 
IDOUB = K 
60 TO ¢ 130 + 250 + 640 HIRET 
760 KFLAG = 
-G0 TO an “ l . 
END wt 
© 2026 
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ARLTABLES CONNECTED WITH H AND RETURNS > * 


se 


Wp 


a 


用 这 个 程序 自 y(0)=1 Be = 20, 对 于 E = EPS = 107 
< (i 一 2,，3-… ,11) 积 分 y = 一 y, 结 果 表 示 在 前 面 的 表 9.2 和 
图 9.2 中 ，YM 4X(1) 在 每 步 之 前 取 y 的 当前 值 . 


< jo) 题 
1. 如 采 由 方程 (9. 13) 定义 的 截断 误差 是 ds, 证 明 经 变换 后 ， 方程 的 
O RIŽE Td, 
* 2. 利用 a = [y, Ay’, Py /2]7 的 表示 形式 , 用 
5 
1 1 1 12 
| 4 一 |0 1 | 一 | 1 
< 0 0 1 yd 
-2 


给 出 三 阶 二 步 Adams-Bashforth-Moulton 方法 . 在 这 种 表示 形式 中 ， 
BBY = 0 的 稳定 性 矩阵 如 何 ? 
如 果 在 第 2i(i = 1, 2，…) 步 之 后 用 量 a; 改变 步 长 ,那么 用 初 信 表 
示 的 解 如 何 ? 证 明 : 结果 与 所 用 的 步 长 无 关 。 如果 每 步 后 均 改 变 
步 长 ,这 是 否 还 真确 ? 
3. 对 四 阶 的 三 步 Adams-Bashforth-Moulton 方法 重复 问题 2。 必须 积分 
多 少 步 改变 一 次 步 长 ,才能 使 结果 与 所 用 的 步 长 无 关 ? 
4. 对 在 步 长 让 以 后 取 步 长 为 ah 的 情形 ,推导 形式 为 
y(t + ah) = y(t) + hBr (2) + Abiy (t — A) + OCh?) 
y(t + ah) = y(t) + ABY (ts + ah) + hBty (t) 
+ hery (G — A) + OC4*) | 
的 “ 预 估 ”公式 及 “校正 ?公式 .把 它 与 二 步 Adams-Bashforth-Moulton 
RAARM ABH KALE RR, 证明， 用 变 步 长 执行 一 
步 的 结果 在 两 种 方法 中 是 一 样 的 . 
5. 证明 :三 步 Adams-Bashforth-Moulton 方法 的 矩阵 8 与 校正 公式 的 阶 
(3 或 4) 无关， 如 果 使 用 二 阶 校正 公式 , B 一 样 吗 ? 
6. 方程 (9.13) 给 出 所 谓 F3C4 方法 的 三 阶 预 佑 与 四 阶 校正 公式 .用 同 
样 的 表示 形式 , P3C4 Adams 方法 的 矩阵 和 向 量 如 何 ? 
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10. 多 值 方 法 的 存在 性 、 收 敛 性 和 误差 估计 


在 这 一 章 中 我们 研究 多 步 方 法 和 多 值 方法 的 理论 基础 。 
一 般 只 研究 单个 方程 的 情形 ,然而 结果 同样 可 应 用 于 方程 组 ， 


甚至 方程 组 中 各 个 方程 的 阶 不 同 而 且 对 每 个 方程 使 用 适合 于 


它 的 阶 的 方法 进行 积分 的 情形 也 一 样 . 

定义 了 收敛 狂 和 稳定 性 之 后 ， 我 们 证 明 由 稳定 性 推出 根 
条 件 ,由 根 条 件 与 阶 至 少 为 1 ( 称 作 相 容 性 ) 一 起 推出 收敛 性 ， 
由 收敛 性 推出 要 条 件 ， 由 根 条 件 和 相 容 性 推出 稳定 性 . 对 多 
步 法 还 要 证 明 由 收敛 性 推出 相 容 性 . 这 样 完成 了 如 图 10.1 所 
不 的 对 一 阶 方 程 的 关系 链 . | 


相 容 性 


=| = 收效 性 


根 条 件 
10.1 基本 定理 


多 值 方法 对 高 阶 方 程 的 推广 在 第 9 章 中 讨论 了 。 这 一 章 
游 虑 形 如 
yP = yyy’ ate yD) 1<aq<p (101) 
AY rR WRAK g 一 1 SSA MCR NER 
外 ). 我 们 将 称 它 为 4 微分 的 ? 阶 方程 。 若 4 = 1, 我 们 称 它 
为 一 般 的 阶 方程 . F q = p, RENAN CRAB. 等 
FRA BE y” = fy, 1) 经常 出 现在 天 体 运 动 的 保守 力学 
系统 中 ， 所 以 值得 专门 研究 ， 
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类 似 于 图 10.1 中 的 那些 关系 链 对 zp 阶 方程 也 成 立 . 方法 
的 阶 这 样 定义 , 使 得 为 了 相 容 性 阶 数 至 少 必须 为 p. DARA 
于 Henrici (1962) 按 量 p 一 1 的 定义 .我 们 称 具有 局 部 误差 
OHO 的 方法 为 + 阶 方法 ; 但 他 称 它 为 (+ 十 1 一 p) MF 
法 ] 对 《微分 方程 , 我 们 定义 9 稳定 性 , 9 收敛 性 和 9 根 条 件 
的 概念 , 然后 将 看 到 ， 图 10.1 除了 收敛 性 一 > 相 容 性 的 结 iR 
还 没有 证 明 外 ,都 是 成 立 的 . 

我 们 将 证 明 Dahlquist 的 重要 定理 , 它 限制 了 对 于 一 阶 方 
程 多 步 方法 的 稳定 阶 ， 然 后 证 明 最 大 阶 稳定 的 多 值 方法 的 存 
在 性 .为 了 得 到 稳定 性 ,向 量 工 的 选取 有 一 些 自由 度 , 它 可 以 
用 来 选取 误差 的 系数 . 我 们 考察 这 个 问题 ， 目 的 是 看 看 能 得 
到 什么 样 的 误差 界 及 误差 估计 . 

将 对 固定 阶 和 固定 步 长 的 方法 得 到 这 些 结果 ， 固 定 步 长 
的 结果 推广 到 变 步 长 ( 见 4.6 节 ) 或 者 甚至 推广 到 变 阶 方法 是 
简单 的 ,但 对 多 值 方法 作 同 样 的 推广 是 困难 的 ,并 有 很 多 限制 ， 
而 且 在 实际 中 常用 的 大 多 数 自动 方法 还 缺乏 适当 的 理论 作为 
基础 .然而 有 确实 的 理由 希望 这 些 结果 会 得 到 推广 ,而 生 如 所 
想象 的 ,自动 方法 与 固定 步 长 和 固定 阶 方法 有 类 似 的 结果 ， 

有 些 结果 容易 用 通常 的 多 步 公 式 来 表示 和 证 明 ， 而 另 一 
些 结果 用 对 多 值 方法 所 提出 的 矩阵 符号 更 容易 处 理 。? 阶 方 
# (10.1) 可 以 用 形 如 
k 
D (evans + Br =o (10.2) 


i=0 


的 多 步 方法 来 积分 ,其 中 fm 一 Kye, Yma * yg» tn), 并 且 
Yms vr" y ys OR By a QO<g<p 的 公式 


hty@ < h? 
av = > (ouym- + Ba ins ) (10.3) 
二 《二 站 > 


得 到 ， 如 果 & Ren 不 为 零 , 这 些 公式 是 隐 式 的 . 


02056 


rr 


由 于 计算 (10.3) 的 值 的 附加 工作 量 , 这 个 方法 除了 对 于 
特殊 的 2 阶 方程 外 ,通常 是 不 用 的 。 对 特殊 的 p 阶 方程 ,只 要 
用 (10.2), 

在 不 需要 (10.3) 的 情形 ， 可 以 用 和 矩阵 符号 来 表示 ， 如 果 
先 应 用 (10.2) 作为 预 估 公式 (Po = 0 Ala = =I), 然后 用 来 
作为 校正 公式 , 按 形 式 


k 


Inmo = Dy (ožys + oF = Eh) + pt = fCyatms ts) 
(10.4) 

HITER, RAJTE E yY, = Lye. Voto °°" > Vaxktis 

(AP/PI P, eea CAPI Pnl s 并 将 方法 表示 成 


Vns (0) = BYn-15 
Vue = Yanm + eCGCYncm), (10.5) 


其 中 
co a an Bx Bo 
1 0 ` 
i 
N 0 : 
1 0: 0 
B E= ee c = 
V, Vei 8: 8k > | ? 
0 i 1 0 
| | 
| Daio 0 
a; 一 af 
r; = x 3 
0 
7 h 
ĝ; = Be 3 
GCy,, m) ) = 一 E Kyn Cm)» Én ) — a Plm 


BEENS- MIES. 稳定 性 由 矩阵 
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M~1 


一 Greg 
S, JI (7 + eSEE) B = (10.6) 


的 性 质 来 确定 . 在 4 一 0 时 ， | 
S = (I — cd.) (10.7) 

只 要 涉及 到 向 量 y, 我 们 将 讨论 多 步 方法 的 这 种 表示 形式 . 

应 用 $ 9.2 描述 的 变换 ,可 以 导出 等 价 的 方法 。 特 别 将 用 
其 中 a = [y, hy, e, ATYR — 1)! T SARE 
这 一 章 中 ， 除 非 另 加 说 明 , a 总 是 指 这 种 特殊 形式 ,并 且 称 它 
为 多 值 方法 的 标准 形式 .不 另外 指出 时 ,我 们 假定 在 & 中 有 
k 个 分 量 . 

更 一 般 的 p 阶 方程 (10.1) ,可 以 直接 按 这 种 公式 处 理 , 因 
为 导数 均 可 取 用 , 所 以 没有 必要 给 出 象 (10.3) 的 另外 的 公式 
计算 它们 .[ 由 方程 (10.2) 和 (10.3) 确 定 的 多 步 预 估 校 正方 法 ， 
并 非 全 部 可 用 矩阵 符号 来 表示 。 但 是 ， 若 对 预 估 系 数 加 以 限 
制 ,这 是 可 能 的 ] 我 们 只 讨论 能 够 这 样 表示 的 对 一 般 2 阶 方程 . 
的 方法 ,因此 这 些 方法 可 变换 成 标准 形式 .对 于 特殊 p 阶 方程 
的 多 步 方法 ,常常 能 写成 这 种 形式 ,然而 如 果 校 正 公 式 (10.2) 
精确 地 被 求解 ,用 多 步 的 符号 来 处 理 通 常 更 方便 ， 


10.1. 收敛 性 和 稳定 性 


收敛 性 表达 了 用 充分 小 的 步 长 和 准确 的 计算 使 数值 解 可 
任意 接近 真实 解 的 性 质 , 即 欲 知 在 区 域 0<: 和 2 中 国定 点 * 


上 的 解 ， 可 以 选择 一 个 充分 大 的 N, BEURA = E, 则 yw 
按 我 们 的 需要 充分 接近 于 IO). 在 多 值 或 多 步 方 法 中 , 从 初 
始 向 量 a, Ky, 开始 , 但 初始 向 量 可 能 没有 (由 初始 值 ) 完 全 


确定 .例如 对 于 一 阶 方程 的 二 步 方法 ,我 们 给 出 了 yo, 但 还 需 
可 知道 yy， 由 于 用 到 的 任何 数值 方法 几 平 一 定 要 在 yi 中 (也 


© 207 + 


可 能 在 % 中) 引进 误差 , 所 以 , 如 果 要 实际 可 行 的 话 , 我 们 必 

” 须 在 收 合 性 定义 中 涉及 到 这 些 误差 。 从 而 有 下 述 定义 ， 
定义 10.1. 一 阶 方程 的 多 步 ( 多 值 ) 方 法 称 为 收敛 的 ,如 

果 对 任何 满足 Lipschitz 条 件 的 微分 方程 , 当 yo > yla 一 


a(0)] 和 A = È Cn — co) 时 ,计算 得 到 的 解 Yalan) 在 区 间 


0 委 ! 委 上 一 致 收敛 于 yCz)[a(Co)]， 

如 果 我 们 求 P 阶 方程 的 解 ， 为 了 求解 9》 有 Yos Vos ***s 
yoy ORS PS RS, (TE RE AS SPN A ee eR 
们 必须 要 求 所 用 的 起 始 值 当 4~> 0 时 能 正确 表示 初始 值 ; Bp 
a, 的 分 量 者 满足 

gl as 和 (0) a <p, 


Sada > 0 对 gq 之 Ps 


Hh (a), A a 的 第 q 个 分 量 ， | 
我 们 用 按 下 式 
lali = max adil 


Aarts) 


FE MAT |e l3 SEALE, HE 
| 如 果 i 二 py 


Ons | 如 果 i p. 
必须 要 求 对 ?了 阶 方法 的 起 始 值 ao PRIX TP RAL F alo), 即 
= ja aojo Bho, 
象 下 面 的 例子 可 以 看 到 的 那样 ， 较 大 的 误差 相当 于 初始 条 件 
的 改变 . 
例 . 
考虑 由 a&, 一 Lyn Ayas By, /2)* 
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111 | 
4 一 |01 2 I= | 0 
001 1 


给 出 的 对 二 阶 方程 0 = fy, y, 0) 一 ”的 方法 , 它 与 


o= Etha Sr) — a (10.8) 
是 等 价 的 ， 如 果 取 特殊 情形 f(y, y , 1) = 0, 我 们 得 到 
ay = Say-1, (10.9) 


其 中 


1 1 1 
0 i 24], 
0 0 0 


(10.9) 的 解 为 ay = S~a, 其 中 
| 1 N 2N—1 
SN = | 1 2 , 
0 0 0 
因此 ， 当 起 始 向 量 为 [Yos hyo, kya [27 时 ， aes 
yu = yo + Nhy, + (2V 一 1) 2% 
出 于 Nh 一 1, 有 p 
Yn = Yo + tyo + (2t 一 ot 
AY Cay) 的 大 小 为 e 的 一 个 误差 ,使 解 改 变 成 
一 LÊ — pyy 
yw =y tehy + E) + (2 一 仿生 
所 以 , 为 了 收敛 性 , 显然 8 必须 按 oA) BAE. kyo /2 中 的 初 
始 误差 也 必须 按 oCh) 变化 . 而 yi 的 误差 只 要 和 象 oC1) 一 样 收 
RTE. | 
5a SA PRT BER aa BPR | BK Fo 
值 , 但 我 们 仅 关 心 出 现在 f 中 的 a, 的 那些 分 最 .因此 ,有 下 述 
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7E | 
定义 10.2.。 PRARNSAAERN 7 ior, 如 果 对 
满足 Lipschitz RAISER POR 9 微分 方程 ， 当 llao — a Coils 


> 0R n — c,h 一 二 时 ,计算 解 a, 使 


lla, — aCe) lst — 0 
.对 0 和 上 和 8 是 一 致 的 . 
我 们 简单 地 称 1- 收 敛 方法 为 收敛 的 方法 


10.1.1. 稳 定性 


在 第 1 章 中 ,如 下 定义 稳定 性 , 初 值 上 的 一 个 小 扰动 , 当 4 
减 小 到 零 时 ,只 在 解 上 引起 一 个 有 界 的 变化 .由 于 单 步 方法 中 
的 每 一 步 实 际 上 是 一 个 新 的 初 值 问题 ,因此 ,稳定 性 用 来 限制 
计算 中 由 于 每 一 步 的 小 扰动 引起 的 变化 。 在 多 步 方 法 中 ， 希 
望 有 一 个 类 做 的 要 求 ， 但 是 我 们 必须 体现 对 于 ” 阶 方程 解 的 
一 些 变化 可 能 相当 于 在 等 价 初 值 问题 中 引起 大 的 变化 .对 于 
一 阶 方程 , 可 以 不 变 地 采用 定义 ， 但 是 在 导出 方程 (10.9) 的 
例子 中 看 到 , 当 k— On, y 中 一 个 固定 的 改变 量 引起 了 yx 
的 一 个 任意 大 的 变化 ,因此 ,我 们 采用 下 述 的 稳定 性 定义 ， 

定义 10.3. 一 个 多 步 (多 值 ) 方法 对 于 一 阶 方程 是 稳定 
的 ,如 果 对 于 任何 满足 Lipschitz 条 件 的 一 阶 方程 ,存在 常数 


和 ho, 使 对 所 有 0 <1 < 和 所 有 A= (Z) E CO, 如 ), 关 系 式 


lly, — y < kly — yell, | 
[la, — atl] < kla, — atl] (10.10) 
均 成 立 , 其 中 y, 和 y* [a, 和 at] 是 两 个 数值 解 ， 
我 们 将 看 到 ,对 于 2 阶 方程 还 需要 一 种 形式 的 稳定 性 ,其 
中 起 始 值 的 扰动 只 在 微分 方程 中 出 现 的 导数 上 引起 有 界 的 变 


210，。 


化 。 因 此 ,我 们 定义 : | 
定义 10.4， 一 个 多 值 方 法 对 ? 阶 方程 是 4 稳定 的 , 如 果 
对 于 任何 满足 Lipschitz SEN PUD ?微分 方程 ,存在 常数 天 
和 hos 使 
la, 一 arf? < kla — arll (10.11) 


对 所 有 0 <1 <b MBPT A = (+) Co, 各) 均 成 立 ， 


上 面 给 出 的 稳定 性 定义 是 合乎 要 求 的 ， 但 不 是 一 个 方便 . 
的 定义 。 我 们 需要 一 个 对 微小 的 变化 不 太 灵 敏 的 方法 ， 可 是 
需要 一 个 检验 稳定 性 的 实际 可 行 的 方法 ,这 就 是 根 条 件 . 

定义 10.5， 一 阶 方程 的 多 步 方法 满足 很 条 件 ， 如 果 
0 E) = 0 的 所 有 根 都 在 单位 圆 内 ,或 者 在 单位 圆 上 (是 单 根 ). 
一 阶 方程 的 多 值 方法 满足 根 条 件 , 如 果 S= U 一 I57)x4 的 
所 有 特征 值 均 在 单位 圆 内 ,并 且 对 应 于 线性 初等 因 于 ". 

对 户 阶 方程 ,定义 4 根 条件 。 它 对 应 于 4 稳定 性 . 

定义 10.6，z 阶 方程 的 多 值 方法 满足 4 根 条 件 , 如 果 
S= U 一 187)*4 的 特征 值 都 在 单位 圆 内 ,或 在 单位 圆 上 .。 单 
位 圆 上 的 特征 值 不 对 应 于 秩 大 于 的 初等 因 了 于 ， 如 果 单 位 贺 

上 有 一 个 秩 为 加 的 特征 值 ， 则 单位 圆 上 无 其 它 特征 值 有 大 于 

4 的 秩 . 

我 们 将 看 到 , 相 容 性 要 求 特征 值 1 具有 秩 p， 所 以， 这 条 


. D WRR 5 用 相似 变换 归 化 成 它 的 Jordan 标准 形 ， 重复 的 特征 值 在 对 角 


N 


1 
0 ~ 


的 mxm 块 . BE TRA SAT 如 果 彤 为 1 ， 它 是 线性 初等 


At. 


e23} 00O 


件 实际 上 限制 了 附加 的 特征 值 的 秩 ， 使 其 不 让 过 9， 我 们 称 1 
根 条 件 为 严格 根 条 件 . 
. 下面 两 个 定理 表明 了 根 条 件 的 必要 性 ， 
定理 10.1。 如 果 一 阶 方程 的 多 步 方法 是 稳定 的 , 则 多 项 
式 oCE) 满足 根 条 件 . 
定理 10.2。 如 果 多 值 方法 是 稳定 的 , 它 必 须 满足 9 根 
条 件 . 
计 证 明 这 些 结果 时 ,两 个 引 理 是 有 用 的 ,并 且 在 后 面 将 是 
需要 的 . 
518101. 差分 方程 | 
一 yw Vn 十 … E Oye, 一 0 Oo EO (10.12) | 
的 解 可 以 表示 成 
Vn = > Cini TER, (10.13) 
其 中 总 为 | 
. k 
eC E) = — ëk + 2; QE! = 
的 :个 不 同 的 根 ,而 且 E 的 重 数 为 mi。 cy 由 $0 Si <R) 
的 初始 条 件 唯一 确定 . 


证 明 ， 将 (10. 13) 代入 (10.12) 的 左 端 ， 并 令 m 一 一 1， 
我 们 得 到 


s ms k . 
SO Cy Saia — DT 
i=1 j=l 1=0 


= D Dies (EE) ETEND) cote 
WIR E, 是 P 的 m; 重 根 , 则 | 
Eto E) = CE — 5i)" OCE), 
其 中 OCE) X E ZTR. 因此 


» 212 ° 


à 


(e A T CEED) ent =O Ci<m). 


于 是 由 (10.13) 给 出 的 y, X (10.12) 的 解 . 4 100 SIR) 
给 定时 ,方程 (10.12) 唯一 确定 y。， Cn SR), 所 以 , 仅 需 证 明 - 
这 些 y 唯一 确定 C;;。 这 由 下 面 的 事实 推出 , 即 对 于 2 一 0， 
1,tte, k—1, (10.13) 是 以 y 表示 的 Ca 的 非 奇 异 线性 方程 
组 . [Henrici (1962) 给 出 方程 组 的 行列 式 值 

(En 一 Es) rat I (m, 一 Itt, 


leecves 

其 中 Ol! = 1 AT AL! = RICR— 111) KET 列 式 不 为 零 ] 

引 理 10.2. RERE s 有 特征 值 扎 , 而 总 对 应 于 秩 和 or 
的 初等 因子 集 , 则 . | 

L 如果 所 有 il << 1,04 2 > o 时 ,5? 的 所 有 元 素 一 
0; 

2， 如 果 任 意 一 个 18;| > 1, 则 当 wn 一 Of”, sS 中 有 元 素 
== OCE?)” 

3， 如 果 所 有 lgl <1, HEHE E) 一 工 的 最 大 m 为 
m, 则 当 ”一 oof, S 中 有 元 =la), 但 是 没有 更 大 的 . 

HERH. 我 们 将 S 表示 成 它 的 Jordan 型 


TST = À = ! 
N. 
éa, 
€, 


1) 记号 a(x) 之 OCx) AREER k, 使 lale) k| >1 对 它 的 极限 值 
的 一 个 邻 域 中 的 所 有 r KHR. 在 现在 的 情形 , 它 表示 S 的 有 些 元 素 至 
少 以 LETI 那样 快 的 速度 趋向 无 穷 大 ， 
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因此 
S = (TAT = TAT, 


RERE E Am SAT SR A 中 的 对 角 


Bi 


线 块 


0 &æ 
1 如果 El <1, 这 块 的 所 有 元 素 一 0, 因此 , 如 果 所 有 
上 | <1, MA’ 的 所 有 元 素 一 0， | 
2， 如 果 lE;|>1, 则 对 某 些 分 量 有 Sex 一 Ex 一 0C67), 其 
hx AWM i 的 特征 网 量 . 人 因此 , S 中 一 些 分 量 之 0 )。 
”3. 如果 il = 1, 则 对 应 于 这 个 总 的 An" 块 , 其 右上 角 
元 素 是 Oe"), 由 于 T” 是 非 奇异 的 , 因此 , 存在 x 使 
Tx = 二 [0,……,0, 1,0,.…,0] "， 其 中 1 出 现在 对 应 于 这 
一 块 的 最 右边 元 素 的 位 置 上 。 于 是 


Sx = TA"T x= T 


0214. 


它 具 有 量 级 为 Olam) 的 元 素 。 没有 向 量 x 能 使 S*x KF 
O(n"), 

定理 10.1 的 证 明 : 如 果 由 于 CE) 的 一 个 根 E 有 |§|>> 
1 使 根 条 件 不 满足 , 则 方程 y = 0S yo 一 0 时 的 解 给 出 yw = 
0, 又 如 果 yo 使 起 始 值 对 应 于 解 y = EO <i < R), WS 
Not, yi ELAH. WR E 是 模 为 1 的 根 , HER m> 
1, 则 由 yr = iP ECO Si << k) 的 起 始 值 y? 导致 解 

lyw| = [NEN] 

当 N> co 时 无 界 。 这 样 , 在 这 两 种 情形 中 , lly 一 yil ES 
界 的 ,但 lys 一 yell EER, 所 以 , 对 多 步 方 法 , 由 于 根 条 
件 的 破坏 ,也 破坏 了 稳定 性 . | 
定理 10.2 的 证 明 : 对 具有 


au 一 [0， wt 0]? 
的 问题 | 
y) = 0 
[| Sayll§ = O(1) 
的 起 始 值 中 的 偏差 
da) = ay 一 a, 
解 为 


ay 一 Sea, 
由 引 理 10.2。 如 果 5 ARIE EAF 1, WS 的 一 些 分 ， 
 >0(E"); 因此 , a 的 一 些 分 量 是 无 界 的 。 如 果 模 为 1 的 
特征 值 皇 有 秩 w, 则 SY 的 一 些 分 量 是 O(N"), 因此, ab ay 
一 些 分 量 为 CC(N"-1pt-) = O(N”), 4m> phj, 它们 均 
无 界 . | | 
由 于 对 4 RARE HE latli 必须 为 0(1),( 在 最 大 的 意义 
下 ) 8 Bim 的 军 次 可 能 会 有 "最 坏 的 ” 变化 ,表示 在 下 面 的 表 
KAH: 


0 2156 


ay 
l} 
no! 
4 
pP 
-p 
ol | = 
ms 
ni? 
pir 
S* da, 
1 on ese n? inal s. Prk meh ese neig fl 
1 eae nee? nen? oes ners neo? aee nent not | 
和 . 
0 i i i D 
1 in nt! i nT? m | | awe 
- I LJ -p m p 
= om o om o Fh i e e a y a o a a o o Im -e 
0 | 1 ! n ni nT! ne! m!» 
0 sft + ; a 1 aoe 
Ioina cee met et | | ate 
ee eee ee Tee mn Pe ee ee eee ee ee ee -r sna 
{ 和 a 
1 ja n! i ant na~! ni-P 
0 tt + ; | oe 
I in 。 mint i ntt e na} nis 


如 果 在 单位 圆 上 S 有 两 个 或 更 多 个 特征 值 ， 其 中 一 个 秩 


Bp; 而 另外 一 个 的 秩 大 于 a, W 4 稳定 性 被 破坏 ?， 证 完 . 
将 定理 10.2 的 证 明 作 点 简单 的 推广 , 得 到 
定理 10.3. 4 收敛 的 多 值 方法 满足 4 根 条 件 . 
-由 此 推出 , 特殊 思 阶 方程 的 多 步 方 法 (10.2) 在 单位 圆 上 


1) 假定 在 单位 贺 上 至 少 有 了 两 个 特征 值 ， 其 秩 ? 和 满足 p>, WIS 
H. WRH S 写成 TAT-!, 并 且 只 考虑 A" 中 大 小 为 ng-: 的 分 量 ， 我 们 
TAES 中 找到 对 应 的 分 量 ， 由 于 9> 4, 为 了 保持 上 面 的 形式 , 它们 只 
可 能 出 现在 0 到 p 一 放行 中 在 A* 中 恰好 有 也 一半 十 2 个 量 级 为 nt 
的 分 量 。 它们 出 现在 不 同 的 行 和 列 。 它们 占有 了 如一 了 十 2 个 了 的 列 和 
T 的 行 . 由 于 结果 中 仅 有 一 十 1 行 非 零 ,因此 , 或 者 T 的 那些 列 误 
者 T 的 那些 行 必须 线性 相关 . 但 了 是 非 奇 的 ,因此 +a. 
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不 能 有 超过 ” 重 的 根 , 因 为 它 与 多 值 方法 是 等 价 的 ， 
10.1.2. | 
对 一 阶 方程 , 多 步 方法 的 阶 在 定义 8.1 中 已 经 定义 .这 个 
定义 容易 推广 到 由 (10.2) 给 出 的 特殊 阶 方程 yP = fly, 8) 
的 多 步 方 法 . 
定义 10.7. 如 果 算 子 L, 由 
k P 
L,(y@)) = 之 (ayti 一 hi) + 5 FG 一 ki) ) 
定义 ,于 是 阶 > 是 使 所 有 yE Cm 均 有 
LCy(#)) = OCA) 
的 最 大 整数 . 
| 如 果 y € Car, 我 们 可 以 用 带 OCA) 余 项 的 Taylor RR 
代替 yG 一 hi) 和 AY OU — hi), BB 
Liv) = >) Cty) + OCF*), (10.14) 
其 中 


i=0 q! 


k Ng 
Aa 0  (q<p), 


k . . 
(“it Cr? ale, 
pal q! ACEP +1212 p). 

(10.15) 
这 表明 阶 由 方法 的 系数 确定 。 如 果 象 以 前 一 样 定义 多 项 式 
Alo, 我 们 看 到 | 


alte) GZO (g <p), 
(Ege) ec 
+È) (5 2) eo] (g = p). (10.16) 


g 一 


i 
q! 
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由 此 推出 ,如 果 阶 + > p, 则 
el) 一 0， 
e(1)= 0, 
ep? C1) = 
eP) + ofl) = 0, (10.17) 
反之 ,如 果 (10.17) 成立, 由 于 当 4 Spi C, = 0, 阶 Spe 
意 这 仅 根 据 校正 公式 确定 方法 的 阶 ， 即 方法 中 的 公式 是 显 式 ， 
或 者 校正 一 直 友 代 到 收敛 的 情形 。 
显然 , 多 值 方法 或 者 PC 多 步 方法 的 阶 必须 用 和 分 方 和 
的 解 来 定义 . 
定义 10.8， ME ae) 是 对 某 个 4 在 时 刻 : 的 向 量 a 的 
正确 值 ,并 且 定 义 | 
. ao = dale — h), 
Aime) 一 Bon) 十 IF Can), 
| Àl) = aw. (10.18) 
于 是 ” 阶 方程 的 方法 的 阶 是 使 得 若 己 表示 具有 解 yE Cm 的 
任意 P 阶 微分 方程 , 则 | 
acs) — aCe) = oun") (10.19) 
成 立 的 最 大 的 r. 
对 一 阶 方程 ， 已 知 预 售 公式 的 阶 可 以 / 小 于 校正 公式 的 阶 ， 
而 且 每 次 校正 和 欠 代 结果 的 阶 都 增加 1 ， 直 到 达到 校正 公式 的 


阶 为 止 。 类 似 地 ,对 特殊 的 绢 阶 方程 ,可 以 用 多 步 显 式 预 估 公 


式 , 并 且 对 每 次 校正 迭代 , 它 的 阶 将 增加 p, 直到 校正 的 阶 为 
ak. | 

-多 信 方 法 的 阶 依赖 于 求 积 的 方程 .例如 ， 预 估 方 程 可 能 
是 42 阶 ， 而 校正 方程 的 阶 + >p+q. 于 是 单个 的 校正 选 代 
公式 可 以 得 到 阶 为 4 十 1 的 方法 .但 是 ,对 于 微分 方程 y 2 一 
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f(z), 由 于 没有 用 预 估 公 式 , 方法 的 阶 为 +。 这 样 , 定义 10.8 
给 出 的 阶 是 在 所 有 具有 光滑 解 的 方程 上 的 最 小 数 。 如 果 限 制 
方程 的 类 别 (例如 限制 成 4 微分 方程 )， 则 方法 的 阶 更 高 。 显 
然 , 对 给 定 类 方程 的 方法 的 阶 , 由 方法 的 系数 唯一 确定 .但 是 ， 
我 们 还 没有 用 这 些 系数 的 代数 关系 式 来 表示 阶 。 这 将 推迟 到 
10.4 节 因 为 确定 阶 的 上 极限 是 复杂 的 ， 而 且 实 际 的 格式 不 太 
重要 , 在 这 一 节 , 我 们 导出 关于 系数 的 一 些 必要 条 件 ,它们 在 
收敛 性 证 明 中 是 有 用 的 . 

如 果 预 估 - -校正 格式 可 以 表示 成 多 人 方法 的 格式 [如 果 
p 一 1, 或 者 了 RRS Y Mi, MKT ys eo? 预 估 
公式 的 限制 都 满足 , 就 可 以 做 到 这 一 点 ]， 刚 当 反方 法 写成 标 
准 形式 后 , 预 估 的 阶 容 易 从 和 矩阵 4 的 形式 中 看 出 如 果 预 估 
的 阶 为 1!， 而 校正 的 阶 至 少 为 +, 则 4 的 前 ”十 工 列 形 如 


l 1 eos 1 


即 它们 在 上 部 组 成 Pascal 三 角形 矩阵 ,而 下 部 为 零 . 

513810.3. mR 了 阶 方程 标准 形式 的 多 值 方法 有 阶 之 
p—1, Ml 

S = (I — 18%)" A 
的 前 乡 列 在 上 部 组 成 Pascal 三 角形 和 矩阵, MET BAS. w 
果 预 估 公 式 的 阶 小 于 pp 一 1, 则 二 1: 
证 明 . 考虑 问题 
yP) = p!. 


& a(t) BR i NAER (y ). 对 这 个 问题 ， 有 
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F(a) = h? — a,, 
其 中 a, 为 & 的 第 上 个 分 量 . 因 此, Amt = Am) 十 Fa») 
的 第 个 分 量 为 (1 一 1,) aa), + lh’, 使 得 
F (Gentry) 一 (1 — 1,)F Bem) = (1 — 1p)" F Cão). 
因此 ， 


Guy = Ao) 十 时 > (1 —1,)'F Cao). 
AT BAL, WR I, = 0, 则 记 1(1— ae — 1,)")/1, 为 i; 


«WR, HSI HIM, 因此 


a@) = wy) = Ao) + IF (aw) | 
= Ï} + (1 一 187) AaCz — h), | 
”如 果 阶 至 少 为 p 一 1,80) 5a) RS ALIA OCA"). 
此 , 《I 一 165)4 的 前 ? 列 必 须 是 所 述 形 式 , 因 为 alz — 2) BD 
fil PASTORAL OCH), 容易 看 出 
S = (I — 187)“ 4 = (I — 185) A. 
因此 ,结果 的 第 一 部 分 由 此 获得 . 

如 果 预 估 的 阶 < 一 1, 则 4 的 某 一 行 在 第 ”个 元 素 的 左 
面 含 有 非 Pascal 三 角形 矩阵 的 元 素 。 用 (IT 一 i) ARRAY 
结果 ,是 从 第 i 行 减 去 第 2 行 的 2 倍 。 WR, = 1, 在 第 一 次 
这 样 的 一 步 后 ,第 2 行为 零 , 但 是 如 果 1, 1, 则 任何 有 限 次 
”迭代 后 ， 它 仍 是 非 零 的 。 因此， 如 果 第 2 行 对 角 线 元 素 的 左 
边 ( 即 0 列 到 p 一 1 列 ) 有 非 零 元 素 , 那 么 ,为 了 它们 在 5S 中 为 
零 , 有 1, = 1, 如 果 在 任意 行 的 第 p 列 左 端 有 非 Pascal 三 角形 
元 素 ， 则 在 第 ” 行 的 同样 列 中 必须 有 非 零 元 素 . 

这 个 结果 容易 推广 成 

引 理 10.4. 如 果 p 阶 方程 标准 形式 的 多 值 方 法 有 阶 r< 
k—1, WW C1 一 187)*4 的 前 + 十 1 列 与 (I 一 87)*4 的 前 
?+ 十 1 列 一 致 ， 其 中 4 是 Pascal 三 角形 矩阵 。 证 明 留 给 读者 ， 
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BDA) 4, | 

正如 下 面 的 定理 所 表明 的 ， 阶 除了 提供 误差 变化 的 性 态 
外 ,对 一 个 方法 来 说 , 极 小 阶 还 是 必要 条 件 。 
”定理 10.4. 如 果 多 步 方法 〈10.2) 对 p 阶 方程 是 收敛 的 ， 
则 (10.2) 的 阶 至 少 为 p. 

证 明 . 我 们 用 方程 (10.17) 作为 p 阶 方法 的 一 个 表征 ， 
注意 到 = 二 1 为 p(#)= 二 0 的 7 十 1 BR, 其 充 雪 条 件 为 它 是 
o(s) 的 i 重 根 ,而 且 有 


， | 
>) apm +i) =0, (10.20) 


其 中 p; 为 任意 ij KETAR”. 考虑 方程 y? = 0, 其 初始 值 除 
yPCO) = jG <p) SbH ¥(0) = 0,0< <p. 这 个 问题 
Ney. 我 们 考察 从 正确 的 起 始 值 y; = zh 出 发 的 
(10.2) 的 解 , 其 中 z = i。 对 此 我 们 得 到 解 ya = za 这 里 


R : 
>) Giz, = 0, (10.21) 


#=0 _ 
如 果 方 法 是 收敛 的 ,对 固定 的 和， yn/t > 1, 所 以 
D 可 以 这 样 来 证 明 ; AUR E = 1 (4) 的 7 + 1 重 根 , 则 对 0<9<7 有 
Å 
o= (2 r CO) — Data -aD 


HR Talr) = ~lr —1)(-4-g t l) Arta REAR. 由 于 
TaS) 是 7 次 多 项 式 空间 的 基底 ， 可 将 任意 7 次 多 项 式 pj(x) 


i 
表 成 >， vet g(x), MRS m= —n 一 上 ,立即 得 到 


à H k 

> oipi(m +i) 一 >` va >) XiTakz =- n- k)=0, 

i=0 d=0 = jm 
反之 ;如 果 (10.20) 成 立 , 它 对 pm +f) = rG 一 如 成 立 , 所 以 - 

di 
C) = 
WR E [=l e) = 0 7 重 根 , 则 可 推出 它 是 7 tl 重 根 . 
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Za —> 1, 4 a > 00, (10.22) 


ni 


| HT i = 0, (10. 21) 的 极限 推出 
> a; = 0, 


由 此 推出 : 由 于 (10. 20), E = 1 是 CE) 的 根 . 现在 假定 一 
1 为 p 的 7 重 根 ,i 之 1， HE (10.21), 有 


0 一 > pj 2k — n) > Oj yi 
= by CR) Lage y + on tists 十 azna] 
+ priCk — 1) Parner 十 … + Ogan- 
+ oty—p-al +++ + ae —N+1) 
xX [+++ + az] + pilk — Nee 
十 04,12 十 ckzo] 


= 5 Zy Dain — N+ RED 


S=oN—R 


N—k—-1 k 
十 之 Za Zaapa — N +k +i) 
a 
+ 之 /mo > opin 一 入 十 二 让。 


n=0 ick-n 
由 (10.20), 第 二 项 为 零 ,而 第 三 项 为 N 的 j 一 1 次 多 项 式 . 除 
AN = N > % 时 最 后 项 一 0， 而 对 ze LN 一 kN], zn/ Ni— 


。 因 此 ,得 到 
N N=- n 
2 0 一 >) Sapa —N +k +i) 
oO n=N— 1=0 
k N 
= ja 之 pln =N +k +i) 
i= n=N-k+i 
k ki 
=>) Qi >» ae + 2i), 
#=0 = 9 
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由 于 pn) 是 x 的 ij 一 1 次 多 项 式 ， Spt + 2) i 


i 次 多 项 式 , 因此 , M (10.20), § = 1 BoC) 9G 十 1) 重 

R. 由 于 我 们 只 限制 /< p, 推出 5 是 pC#) K p ER, mH 
pl) = p (1) = +++ = pF M1) = 0. | 

为 了 完成 这 个 证 明 , 必须 证 明 满足 (10.17) 的 最 后 一 个 方程 

为 此 ,考虑 问题 yP 一 pt,y(0) = 0,0 <q <p. 其 解 是 

y 一 好 差分 方程 (10. 2) 给 出 | 


S ayas + 6; = 0. (10.23) 
HF g = ETOT PEIR, 
Yous -= y = (EE) em] = oC, 


由 于 方法 是 收敛 的 ,定理 10.3 告诉 我 们 , oP) 2% 0, 因此 


一 —(hn)? ROD 7 (10.24) 


WE (10.23), y0 <i < k) 的 值 与 正确 起 始 值 (hi)? 之 间 
的 差 最 多 为 OCH), 所 以 收敛 的 方法 将 使 ys 一 上 一 (hn)?. 
这 和 (10.24) FEW (10.17) 最 后 的 方程 ， 所 以 收敛 的 方法 有 
mp. XE ERRA. 

虽然 猜想 一 般 预 估 - 校 正 多 步 或 多 值 方法 的 阶 也 必须 之 
bp， 但 是 ,除了 z = 1 多 步 方 法 的 情形 外 ,还 尚未 证 明 ， 

定理 10.5. uw 阶 方程 的 预 估 - 校正 方法 ， 如 果 它 是 收 
敛 的 ,其 阶 必 之 
TEAR. 确定 也 信和 校正 公式 的 多 项 起 分 别 为 p, o 和 po*， 
o*, 由 于 定理 10.4 证 明了 校正 公式 的 阶 至 少 为 1, 所 以 只 要 
考虑 预 估 的 阶 为 一 1 和 阶 为 1 或 更 大 的 单个 校正 的 情形 . 进 
行规 格 化 使 mw = of = 一 1, 由 方程 (10.18) 和 《10. 19) $ 给 出 
的 阶 的 定义 ,有 
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È 
之 lafy 一 ih) + 267y l — 动 )] 


+ aptt| Slagle ~ i) + aay’ DI] 


— yt) = OCF) . (10.25) 
对 任意 解 ?Ce Cu 的 微分 方程 了 = fly, ORY. RN 
考虑 方程 ”一 y， 对 此 方程 ,由 《10.25) 得 到 
eh o* Cer) + hor(es) + ABs [oCe*) | 
+ pol es)]} = OCA), (10.26) 
WR E Fe 7 
e*CE) + hp CE) + ABT KE) + porolE) = 0 (10.27) 
的 根 , 则 y = E 为 预 估 -校正 方法 的 解 . Wee + A 
的 解 ,我 们 考察 (10.27), 其 中 人 入 是 个 小 量 ， 代 和 人 后 得 到 
Ap% Cet) + plet) + ho(es) + Apr pe’) 
+ FBto( et) = OCA? + hA). 
由 (10.26) 和 o*Ce") = or(1) + OCA), 左 端 的 最 后 四 项 为 
OCA), 所 以 
A 一 -o A HAAA >. 
由 定理 10.4, 校正 公式 有 阶 1 ,因此 e* C1) = 0. 由 于 方法 收 
敛 , 它 满足 根 条 件 〈 定 理 10.3), 所 以 oS) E g= EER. 
因此 有 p”) 关 0. 
于 是 
A= kh! + OCW), ke 0, 
ne r = 0, We = nh B 
Yn = E7 = Ce* + kh + ORY = cht)! + ol). 
因此 ， 如 果 预 估 公 式 的 阶 为 一 1, 则 初 值 (0) = 1， 起 始 值 
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y=(e + AYO Si < k) 的 初 值 问题 y = y 的 解 收 钱 于 与 
解 “不 同 的 解 . 证 完 . 


10.1.3. 相 容 性 和 和 收敛 性 


定义 10.9.。 pp 阶 方程 的 方法 称 为 相 容 , 如 果 它 的 阶 至 少 
为 p. | 
一 个 大 概 正确 的 结果 为 具有 9 稳定 性 和 相 容 性 是 一 般 方 
程 (10.1) 4 收敛 的 必要 充分 条 件 . 

我 们 已 经 证 明了 这 个 结果 的 一 部 分 , 即 

1. ¢ 稳定 性 一 g RR. 

2. q 收敛 性 >q RR. | 

3， 收 敛 狂 一 只 用 校正 公式 的 方法 的 相 容 性 。 

4 收敛 性 一 对 一 阶 方程 PC 方法 的 相 容 性 。 
这 一 节 我 们 证 明 : 
”5. 9 根 条 件 和 相 容 性 一 >4 收敛 性 。 

6. q 根 条 件 和 相 容 性 一 > 4 稳定 性 . 
我 们 猜想 有 
7， 收 敛 性 一 对 ? 阶 方程 多 值 方法 的 相 容 性 ， 
我 们 从 最 简单 的 情形 ， 即 一 阶 的 单个 方程 开始 证 明 收 敛 
性 

定理 10.6. 一 阶 方程 的 稳定 相 容 的 多 值 方法 是 收敛 的 。 

证 明 . 虽然 可 以 对 信 y, ?) 仅 满 足 连 续 性 和 Lipschitz 条 
件 证 明 这 个 结果 ,但 需要 假定 t 有 连续 的 一 阶 导数 ( 除 有 限 个 
点 外 ,通常 如 此 ,而 这 有 限 个 点 ,容易 处 理 )。 在 这 种 情形 ,y# 
Cz， 并 且 将 量 a Ma) 关于 i 一 # 的 Taylor 级 数 代 入 由 
(10.18) #1 (10.19) 给 出 的 阶 的 定义 中 , 得 到 

aC) — ale) = Ply, ys yf fys fis ADM’ 

Hip P(:::) 是 它 的 变量 多 项 式 ,并 且 变 量 值 在 差分 解 与 微分 
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方程 解 之 间 的 某 个 点 上 取 值 ">。 由 于 变量 可 限制 在 解 的 范 国 
上 ,存在 D, 使 得 | | 
lal) 一 alta ll = ld,ll < D (10.28) 
T 是 导数 的 界 的 组 合 . | 7 | 
在 方程 (9.12) 和 (9.13) 中 ,我 们 已 经 证 明 
其 中 e, = Sreem +d,, (10.29) 
5 一 I [r +1 cep] a, 
对 于 标准 形式 的 多 值 方法 ， 
Ba = LAf, CEs), 一 0, . “0] = VAERUA — T 


由 于 |f| <L, 我 们 可 以 写 出 
S, 一 十 AS， 
其 中 S = [I — I7 ]"4, 
而 S., 为 矩阵 ?2 、 这 个 矩阵 的 元 素 是 具有 有 界 系数 的 4 的 多 项 
式 . 
1) 如 果 为 了 达到 收敛 允许 进行 任意 次 校正 和 迭代 , 则 命题 必须 改变 , 因为 多 项 


式 可 有 任意 高 的 阶 ， 并 且 不 能 用 简单 地 限制 它 的 变量 来 求 界 ， 在 这 种 情 
形 ,注意 有 


+ 


80) = ao + wl, 
其 中 心 表示 所 有 用 来 达到 收敛 的 校正 的 总 量 .因此 , O 满足 CCO) 一 
— Č 一 AFC) = 0. 因而 
o) + OL, — A Čo) + ly) = 0. 
WRL Y I, 的 上 界 ， 只 要 之 所 二 /CoL)， 这 个 方程 对 ww 有 唯一 解 . 
这 个 解 由 


w = 去 [AKCCacoy)o) 一 Čo] [1 一 Alf, /1))— 


给 出 ,其 中 fy 在 适当 的 点 上 取 值 。 如 果 对 固定 的 <h, RIS AL, 则 可 
记 、 


(2) = 和 (0) + Ł [AFCC%c0)o) — (ão) J [1 + Alo(fy /li) + kR’), 


pk 是 有 界 的 . THA) ~ a(2 可 表 成 具有 界 系数 的 多 项 式 ， 
2) 如 有 打 人 允许 任意 次 校正 迭代 , 则 必须 应 用 脚注 忆 中 所 用 的 同样 技巧 ,来 得 到 
对 ss 的 具有 有 界 系数 的 多 项 式 ， | 
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ALE 
Sal < Ca 对 h < hos 
并 且 从 (10.29) 导出 


le, || = | SY S-IC h,e + d) + Ste, 
j=] 


| 


< 之 [SICC lejl + Idi) + ls"llllel, 


(10.30) 

ata moetbishel ein ls” 和 Ci, 它 与 rw 无 关 。 现在 
通常 的 方法 可 以 找到 (10.30) 的 一 个 上 界 . 将 js“ 和 1 让 

用 它们 的 外 代替 我 人 ] 得 到 


evl + ZE < Zice, (Je + 24) + 24 + cle. 


(10.31) 
Fe (10.31) 中 的 等 号 , 并 将 其 看 成 对 |e.| + CD8&/Co) 的 递 扒 
关系 式 ,我 们 找到 形 如 


lex + 2 = K(1 + RCC” , N>1 
的 解 ,并 且 找 到 加 lel. 
Cy 
于 是 
lev < | ee + cille |a +4C,C,)% 一 T (10.32) 


由 于 (1 十 4CoCDR K AN < CP 一 RAER GA 


| lex] < KA + 天 zjleol (10.33) 
来 得 到 误 产 的 界 。 于 是 ,如 果 当 和 一 0 时 lleoll 一 0, 则 对 所 有 
BE NA 6 的 NN 都 有 leyll 一 0. 这 就 是 所 要 证 明 的 . 
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(10.33) 提供 的 界 是 粗糙 的 ， 并 且 难 以 应 用 。C。 与 $。 的 
大 小 无 关 , EH Lipschitz 常数 确定 , 但 是 对 一 般 的 方法 计算 
Cy 是 困难 的 . 定理 10.6 的 证 明 可 直接 用 来 证 明 下 列 结 采 : 
定理 10.7. 如 果 一 阶 方程 的 多 值 方法 有 阶 +， 并 且 起 始 
误差 edj 以 D'hr 为 界 , 解 GY E Cr WER t= NA 的 误 
BAT 
levi] < Cee t1) 十 DR’ Cre? (10.34) 


由 于 yE Ca BERRA DIT AR. HATER 
替 上 面 证 明 中 的 DA’, 即 得 结果 . 

由 定理 10.7 提供 的 界 , 虽然 是 右 渐 近 阶 的 形式 ， 但 它 仿 
受到 取 模 时 丢掉 许多 信息 的 影响 .这 个 界 可 以 稍微 改进 ,但 
进一步 的 改进 必须 在 得 到 如 了 同 单 步 方法 中 作出 估计 时 才 行 . 

现在 给 出 对 微分 方程 组 | 

Cy iP? = PCy}, ty}, ore, 2), i i= 1, eee s (10.35) 
的 方法 的 一 般 收敛 性 和 误差 界 的 定理 ， 方 程 组 中 每 个 方程 可 
以 有 不 同 的 阶 p;， 并 且 认 为 出 现在 右边 的 第 i 个 因 变 量 不 会 
超过 p, 一 4; 阶 的 导数 ,其 中 SgS p;。 第 i 个 方程 用 方法 
aio = da 
Bn emt = Bm + LF Claims (10.36) 
a, = ahi 


来 处 理 , 其 中 af 为 第 i 个 变量 的 标准 形式 多 值 方法 的 信息 ， 


而 | 
reat = Fea thers os) = as nan 


其 中 a, Fe a! AVS A POE. 

定理 10.8， 如 果 由 4;, L 给 出 的 方法 满足 p; 阶 方程 的 9; 根 
条 件 , 且 它们 的 阶 +; 宇 p:《 即 它们 对 g; 微分 方程 是 相 容 的 ). 如 
果 fi PANES AY, 则 倘若 第 i 个 变量 在 起 始 值 中 的 误 
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# |laj—a‘(o) ($A D'ss 为 界 和 第 i 个 方程 是 9 微分 的 ,就 有 
lia, — aCe, Ra! = OCh’), 
d=min€r;,r; — pi + 1). (10.38) 

这 些 方法 可 以 变换 成 标准 形式 .假定 已 经 做 了 这 个 变换 . 
证 明 、 在 这 个 证 明 中 ,分 下 列 几 步 : 

L 证 明 第 i 个 方程 的 局 部 截断 误差 以 DAt AR, 

2. HRS” W7CRAIR. 

3. BEEF 10.6 的 证 明 。 

第 一 步 

由 于 对 p: 阶 方程 由 4,1 给 出 的 应 用 M 次 校正 迭代 方 
法 ,有 阶 rig 预 估 公 式 有 阶 Sri — MS ptd—-M, TH, 
预 佑 步 的 截断 误差 以 Pipe2it4 为 界 《 通 过 用 Taylor 级 数 求 
得 ). 在 校正 步 , 每 个 ai 通 过 项 APC +++ ,yi (yi 人 PD +) 
能 参加 到 其 它 a 的 计算 中 ,所 以 可 能 出 现 的 最 坏 的 误差 由 项 
Pil yi Pir? = Krial Cp, 一 1)1/8? 丫 产生 ,在 这 些 项 中 ,误差 
为 OCA APM / hei) R OLAP) 利用 带 余 项 的 Taylor 
RR, 对 h 二 有 可 以 作成 形 如 D'Art 的 界 ， 我 们 看 到 ， 
校正 一 次 阶 的 界 就 增加 1. 重复 M 一 工 次 ,得 到 需要 的 界 。 

第 二 步 

由 于 引 理 10.3 和 方法 4;, | BA 
S; = (I — L81)" 4; 


其 中 


有 形式 
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其 中 阴影 部 分 表示 可 能 的 非 零 元 素 , P 是 Pascal 三 角形 和 矩阵 ， 
所 有 元 素 均 非 零 . 因此 , 左上 角 是 特征 值 为 1 和 阶 为 p; 的 单 
个 初等 因子 块 ， 由 于 8 满足 q; 根 条 件 ,所 以 其 它 特征 值 都 小 
于 1 或 等 于 1, 但 具有 秩 <q 的 初等 因子 .于 是 ,对 ” 用 归纳 
法 容易 看 到 S 的 元 素 的 量 级 为 # ER : 


ion » nai nei nr 
loan pP? ! qn? nm-2 
4 
e + 4 1 +. 中 
0 mt nt nent 
of H ae 
' 
[] 
n 1 
' ne pe! 
a 上 __------~~~------. 
| 
i 
i 
J . 
和 
0 i nent 


第 三 步 
定义 es = a, 一 a(r) 和 Chom) = Baim) 一 kio(n)» 有 
ec, = 4a. 一 Aa Cin, — h) = Alh (10.39) 
Bg,(mt1) 一 Bh, Cm) + LFiC {84 cmt) — Aim zs) 
— LF {m2)}) 
em th De OF ems (10.40) 


其 中 86F’/Oai se WAMERONA EI ZEA LRE, 求 和 的 
上 下 限 是 明显 的 ,已 省 掉 . | 

ef = aim 一 a(t.) 一 ep + di, (10.41) 
其 中 di 为 第 i 个 方程 在 第 步 的 截断 误差 .现在 


pji—1 


OF! T hti “9 _Of ar 
CF = — eist; + st, 
ða; 2 pi! "Əy Ko 


”其 中 ,如果 i~ j, 5; 一 0; 如果 i 一 j, m, 将 其 代入 
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(10.40), 则 得 到 
Ch, m+) = CI ~— 1,7; e}, (m) 


+ 之 Di hes a SK OF Datel om. (10.42) 


因此 ,从 (10.41) ,(10.42) # (10.39), 
ei = Sein + di, 

十 > G — Lp)” 之 之 Apes 1- J LBses,0 

= Se + di + Ui, (10.43) 

其 中 三 重 求 和 项 已 记 成 UL (注意 ， 出 现在 UE 中 的 F 的 偏 导 

数 通常 对 不 同 的 汪 是 在 不 同 的 点 上 求 值 的 .这 对 问题 无 影响 ，- 

因为 我 们 只 Sig BCH ES TH ABS FD 重复 应 用 (10. 43), 得 到 


ey = St sd! + Ui) + Sen (10.44) 


ax] 


我 们 对 N > 1 用 归纳 法 证 明 对 某 些 常数 4， 已。 已， Rum 
kim 有 


和 

leziem ll S AEC H Ak) C kim + krm) — Ram), (10.46) 
E s= pi 一 q; tl, 这 就 完成 了 证 明 。 

oy RU k > D', HN = 0 KBR (10.45) 成 立 , 我 们 对 

N, 然 后 对 m <N 用 二 重 归纳 进行 . 假定 (10.45) 对 所 有 O< 
N < n—1 成立, 由 (10.39) kio A Azo SJH k Mk XER, IE 
(10.46) X} m = 0, 1 SN <n EWER. 现在 假定 (10.46) 
对 于 ehem MMA LSKN Sn 0 SmS m RU. H (10.46) 
对 gq 二 s; 有 
[83ei,cm| <ALL + WO Cun m+ kam) — Ram], (10.47) 
所 以 ,利用 所 出 现 的 偏 导数 的 界 ,方程 (10.42) 说 明 , 可 以 选取 
Rimi 和 R2,mt1s 使 (10.46) 对 和 =m +1 成 立 。 因此 ， 由 对 
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legll¥ < AI + ARCA +R) — kl (10.45) 


pumami ie eS Ee TT I CT RTP ACR ry AR RR Ts A NL | SVS a i risers e ees of foe 1 Ad Sra 


O<N <n — 18) (10.45) FEM (10.46) HO <N So RY. 
将 《10.46) RAJ (10.43) HUE AEB, 并 应 用 《10.477, 我 
(SEIT AS BR kiu 和 kus 有 | 
US|] < AEC AR) Chi + ku) — kul. 
而 从 第 一 步 我 们 有 
idil S DAt, 

令 @ 是 分 量 均 为 1 的 列 向 量 . 由 第 二 步 中 找到 的 8 的 形式 ， 
有 . 

Istel¢ < kk tt 对 nh SS, (10.48) 
因此 ,从 (10.44) 得 到 


lekla Sa] Dy D+ THR Chia tku)—kw) +D]. 


将 Rav FA ks = max(D, ku) 代替 ,有 
上 个 < wey [SAR Cay + k) D|. (10.49 


TERK (10.48), k 是 固定 的 且 不 依赖 于 其 它 《 的 值 ; 特别 ， 
k = 1, 所 以 可 设 一 kD’. 如 果 k ODRE, ks 和 ku 被 确 
定 , 于 是 可 选 和 使 


hw + hs) = hy + ka. 


将 这 些 量 代 人 到 (10.49)， 就 归结 成 (10.45)， 这 证 明了 方法 
按 OCh*) 收敛 。 证 完 . 

如 果 在 定理 10.8 中 我 们 认为 e 是 单个 p 阶 方程 以 不 同 
的 起 始 值 a 和 at 开始 的 两 个 数值 解 ax 和 a, 的 差 ,. 则 可 应 
用 第 二 步 和 第 三 步 ,只 要 令 其 中 的 AS. 因此, D 一 0. 在 
整个 证 明 中 ， 我 们 可 选 ka = Ram 一 kzv = k; = 0, 注意 k= 
kD', 所 以 若 设 las 一 aoll§ = D, WA r = 0,4 一 0 以 及 由 
(10.45) 推出 
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lax — anlls = lexi S&C + ARID 
< Kļlaž — al, WO<AN<|S, 
hk 5 lat 一 ao 及 无 关 .。 令 一 一 4 十 1， 我 们 就 证 明 
了 如 下 定理 . 
定理 10.9 ”如 果 相 容 的 多 值 方法 满足 根 条 件 ， 则 它 是 4 
稳定 的 . 


10.2. 稳定 多 步 方法 的 最 高 阶 


我 们 现在 回头 讨论 Dahlquist 的 基本 结果 , 它 给 出 了 对 一 
阶 方程 稳定 多 步 方法 最 高 阶 的 一 个 界 . 由 前 述 知 ， 可 以 选取 
o 和 , 使 阶 达到 2K。 现 在 证 明 稳 定性 的 重要 要 求 将 限制 阶 
为 下 十 1《 若 是 奇数 ) 和 十 2( 若 和 为 偶数 )。 已 知 对 任何 
p 可 以 选取 使 得 阶 为 k 十 1 ,由 于 可 以 选 " 是 稳定 的 ,所 以 容 
易 达 到 +1 阶 ， 我们 将 看 到 , 当 且 仅 当 是 偶数 以 及 ? 选取 
成 使 它 的 所 有 根 均 在 单位 园 上 , 才能 选取 = 使 得 阶 为 《二 2. 
稳定 性 与 o( 5) 的 根 均 在 单位 贺 内 或 图 上 的 条 件 是 等 价 
的 .为 了 便于 讨论 HERES 
工 十 g 一 工 - 
pee 
这 个 变换 将 单位 圆 的 内 部 映射 到 左 半 平面 , 这 由 点 一 7 所 一 
roirs 可 以 看 出 , 其 中 c = cosh Ñ s = sinb. 我 们 有 
re + irs—1 _ [Cre +1) — irs| Cre — 1)+irs] 
rc 十 zz 二 1 [Cre +1) —irs|[Cre + 1) +irs] 
_ CA 一 1) 十 2irs 
Creo 1PH 7252 | 
分 母 大 于 零 ; 如 果 半生 1; 分子 在 左 半 平面 ;如 果 h= 1,497 
在 虚 轴 上 ;如 果 PS 1, 分 子 在 右 半 平 面 .因此 , 图 10.2 中 阴 
影 区 互相 对 应 。 
我 们 定义 


gZ == 


二 平面 ZPE 


Ro = (F) oD) 


se = (ete, 


n 


它们 都 是 z 的 & 次 多 项 式 . CE) = 0 的 根 ( 使 z 1 RDR 


应 于 R(z) = 0 的 根 . 假定 是 稳定 的 , 则 使 z 一 1 的 所 不 是 
PCE) 一 0 的 根 。 于 是 ,除了 po 在 一 ! 的 根 外 , R 和 2 的 所 有 根 
SEM. P 在 一 1 的 根 对 应 于 RR 在 无 穷 远 的 根 ， 即 要 降低 
R 的 次 数 ， 假 定 方法 的 阶 为 *>。 证 明 按 下 列 步骤 进行 : 

代入 点 的 变换 式 并 乘 以 ((1 一 >)/2)x， 将 方法 为 > 阶 的 
条 件 [ 见 方程 (8.10)], 即 

ol) _ _ 
BETO” oE — 19) 

BR 
R(z) 
log {C1 + #)/C1 — 2)} 


将 RCz)/log {C1 +2z)/C1—2)} RE z RRR., 如 > nk" y 


JER k 为 奇数 或 偶数 对 = k +1 Rk + 2 证 明 r。 <0, 由 
于 S(z) 为 最 大 次 数 的 多 项 式 我 们 看 出 ， 当 是 奇数 或 偶 
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+ SCz) = OC 2’), 


数 时 有 SRT BER 2, : 

首先 ， 我 们 考虑 Re) = a + a2 二 ot a,zt, 由 于 
专 一 1 是 os) = 0 的 单 根 ,zx = 0 RE) = oR, FR | 
a = 0,4, X 0, 不 失 一 般 性 ,可取 a > 0. 我们 证 明 , 稳定 性 
二 >a; 之 0(i 之 2)，P 是 实 多 项 式 , 因 之 RR 也 是 实 的 。 因 此 ， 
RAR BAS x,, MRI x, tiy, 出 现 , 其 中 x 和 
x, <0, Hae E PEE 2 AeA iL ARRE R H z z E¥ 
平面 上 的 根 可 将 RC(z) 写成 | 


a J] Cz — Xa) JI Cz 一 X 一 ty, Cz 一 x, 十 iV») 


=a H (s+ laul) T] G+ eles + + 2). 


(10.50) ` 
于 是 ,每 个 系数 都 具有 a 的 符号 ,但 a > 0, 因此, a, 20,G> 
2). THAR 


log [C1 + 2)/(1 — z)] 


a >, Cape" 
#=0 
— zZ 
log(1 + 2)— log(1 — 2) 
— EEE TT 
z — (27/2) + (2/3) 一 …… + z 十 (z /2) 十 (zs /3) 十 …， 
1. 


| ~ 3 + (227/3) + CPIS +- 
于 是 有 c = > 我 们 证 明 Cau <0 Cu > 1), 这 是 下 面 Kaluza 


(1928) 引 理 的 特殊 情形 。 
| | 6235 。 


emotes ere eee a a aaee 


引 理 10.5. 如 果 
(Si ae") (Spee) = 
a, > 0,0 > OA ayy + apn > a, n l, WR n lA b, 
0. | 
WEAR. 不 失 一 般 性 , 令 ay = l; 于 是 b = 1, MRGRS x” 


0 = a, + > anabe. | (10.51) 
通过 观察 人 H 的 项 ,我 们 得 到 
batt = at 一 5 antikke l | (10.52) 
k=1 


将 (10.51) RE a (10.52) RE m, 然 后 相 加 ,得 到 
Anbar 一 5 bC Antilan- 人 Ondati—p)e (10.53) 
k=1 : 


我 们 按 归 纳 法 进行 。 如 果 4, -+:,b,<0, HT a, >0 和 
ântils—k 一 ‘ntti > 0, (10.53) 证 明 有 bari < 0( 这 可 以 从 
考虑 lnti Qn ds * “4+2 An—k+1 942 一 一 Cant Qn) Ca, an~) 
x Ca, a3) ° "aca ang) > a’, a ° az 一 t+1 并 除 以 
apana" “072At24n-k+1! 看 出 ). 由 于 ab, + boa, = b, + a =0, 
hh 一 一 4 <0, 所 以 结果 对 n= 1 是 正确 的 .证 完 . 

在 引 理 10.4 中 取 2? = rf] a, = 2/(2n + 1), 由 于 a> 
- OM ear 一 4/(22 — 1)(2n + 3) = 4/[C2n + 1X —4]> 

dns, 站 见得 到 对 > 1A ey = by, <0. 

回 到 我 们 原来 的 问题 ， 现存 我 们 党 虑 
R(z) z aS. zn 
auaa San a” 之 Caz”, 


z RE m= 1 
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由 于 这 是 > +。2", 所 以 有 、 
Pet = Calg 十 Calg- 十 E Cad, WAAR (10.54) 
和 | 
Tti = C2_ 十 Calg 十 十 ca SRR. 。 (10.55) 
由 于 a> 0, 420 和 cy <0, (10.54) 表示 对 奇数 《有 
ron <0, 这 证 明了 不 十 1 是 最 高 的 稳定 阶 ， 如 果 是 偶数 ， 
(10.55) A dı = 44 T ttt = a= 0 时 能 给 出 rs = 0, 在 
这 种 情形 
Tetz "= C4lkm 十 c6dxk-3 tH eee 十 Cera <0, 
所 以 最 高 阶 为 + 2, 而 且 通 过 取 rtta= 0, 它 是 能 够 达到 的 . 
由 (10.55), 需要 a, = a= +--+: =0, AF a 也 是 零 ， R(z) 
为 xz 的 奇 多 项 式 。 Alt, RC—z)= —-RG), Re) 的 根 也 
是 RC 一 z) 的 根 ， 所 以 ,车 x, + iy, ERG) 的 根 , 则 一 x, 一 
iy, 亦 是 。 但 是 ,由 于 稳定 性 ,两 个 根 都 应 该 在 左 半 平 面 中 ,从 
而 推出 x, = 0, 所 以 RG) MATA Rabe RL, RAK e(E) 
的 根 都 在 单位 圆 上 ， 反 之 ， 如 果 pl#) 的 根 均 在 单位 贺 上 , 则 
ROBE ,从 而 推出 R(z) 是 奇 的 ,而 且 n = a= 
… 一 0, 所 以 , 着 适 当选 取 多 项 式 CE), 阶 为 《十 2。 这 样 

就 证 明了 下 面 的 定理 . 

定理 10.10. 一 阶 方程 稳定 步 方 法 的 最 高 阶 为 

k+1, MRA BAR | 
k+2, mk BBR. 

k + 2 的 阶 只 能 出 现在 CE) 的 根 均 在 单位 加 上 的 情形 , 

& 十 2 的 阶 推出 方法 是 弱 稳 定 的 ， 所 以 这 样 的 方法 限制 
了 实用 上 的 重 可 性 ， 

对 高 阶 方程 的 方法 ,已 经 得 到 类 似 的 结果 [例如 ,Dahiquist 
《1959)]。 但 是 , 由 于 下 一 节 多 值 方法 的 结果 , 这 些 结果 实际 
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10.3. 稳定 多 值 方法 的 存在 性 


这 一 节 证 有 明 存 在 稳定 的 最 高 阶 4 值 方法 ， 最 高 的 阶 到 底 
是 多 少 ,下 一 节 进 一 步 讨 论 。 但 是 , 我 们 已 经 看 到 ,一 1 步 
Adams-Bashforth-Moulton 预 估 - 校 正方 法 是 不 阶 的 , HST 
k EDE, 这 表示 对 一 阶 方程 其 阶 可 以 是 A。 

在 阶 方程 的 方法 中 ,必须 保证 

S = (1 — 17)*4 o 

满足 稳定 性 条 件 . 3 的 ?个 特征 值 是 1《( 主 根 )。 我们 证 明 可 
以 选取 1, 使 最 高 阶 方法 的 其 余 特 征 值 能 取 任 意 需 要 的 值 .用 
a 中 具有 个 值 的 标准 形式 来 表示 ， BOA FIGS BA He 阶 为 
. k— 1, 则 4 是 Pascal ZAHEER. 


”定理 10.11， 如 果 4 是 XPascal 矩阵 。4 ay = (‘Joo 


<i j S&k-— 1), 则 对 任何 一 RA) 的 组 ， 存在 列 向 
H 1, SEA | 
CI — lap)! 4 | 
有 + 个 特征 值 等 1 和 一 个 特征 值 等 于 组 Qa), 这 特征 
信 与 1 的 前 p 个 元 素 无 关 , 并 唯一 确定 [的 后 4 pR. 
证 明 . I 的 前 PSR CREM EEN BARBED RA, 
这 个 形式 也 推出 前 个 特征 值 为 1 ,于 是 可 取 p 二 0, 4 为 4 
的 (一 p)X (Ck — p) 的 下 主子 式 ; 4 所 需要 的 唯一 性 质 是 它 | 
具有 相等 的 非 零 对 角 线 元 素 和 非 零 第 一 非 对 角 线 元 素 Anm 
的 上 三 角形 . 对 于 Pascal 重逢 阵 的 所 有 主子 式 ， 这 是 成 立 的 . 首 
先 注意 
《7 一 Lar) 一 了 一 eld}, 

其 中 
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因此 ;只 要 考虑 M 一 1、 令 
T = ACI — 185). 
由 于 4 是 非 奇 异 的 并 且 4-'T4 = 5, 故 有 与 
| S = (CI — 18) A 
同样 的 特征 值 ，7T = 4—u8, Hh u 一 41， 在 下 面 的 引 
理 中 ,我 们 证 明 存在 和 的 相似 变换 2 ,将 4 变 成 在 对 角 线 紧 上 
”面具 有 非 零 元 素 的 Jordan 型 ,而 且 其 中 8 和 9-: 有 三 角形 的 
形式 


其 中 x* 表示 非 零 元 素 . 
. 于 是 得 到 7 
0-790 = O'A0 — OWS O = 0-140 — või, | 
Eh v = Ovtud,, RITAR EN 1 外 ,9-'TO 是 系数 为 的 
元 案 的 多 项 式 的 伴随 矩阵 形式 。 因此， 可 以 选择 v 使 根 等 于 
{a,}—1, 在 这 种 情形 ,1 一 4-!0v/w 使 8 具有 所 需要 的 特征 
值 .这 就 唯一 确定 了 L 
尚 须 证 明 下 面 引 理 的 正确 性 . | 
313810.6. 如 果 4 BE AE REP A= ex 0(i 不 
是 求 和 ) WRU Asi 0G = 0,1,°°-,k -1), FR 
在 具有 上 述 形式 的 相似 变换 G0， 将 4 Se ON ATR | 
不 变 的 Jordan 型 . 
证 明 。 将 2, 构造 成 如 下 的 初等 变换 : 
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1 0 oe 0 
0 1 - 0 
Q, = ean | i one 
i 0 … 1 disri °° Aisi- | 
0 0 ceed 


H Am = 071401 = 0,1, -°-°, 4-3), BH A= A. 


可 以 选取 git; 使 Ai 的 第 i TR — 1 - 2 个 元 素 为 零 ， l 


同时 不 改变 对 角 线 或 第 一 非 对 角 线 元 素 . 因 此 , O = Qt 
Ons (8 44-; 与 4 相似 且 不 改变 对 角 线 或 第 一 非 对 角 线 元 素 ， 
最 后 可 用 对 角 线 相似 变换 D 使 Ar 的 第 一 非 对 角 线 元 素 等 
于 1 , 且 不 改变 对 角 线 元 素 ， 这样 ,9 一 GD 即 为 将 4 变换 成 
Jordan 型 所 需要 的 变换 。 这 就 是 所 要 证 明 的 . 

如 果 对 特殊 的 值 选 取 工 达到 给 定 的 特征 值 组 ， 则 对 其 
他 p 值 给 出 同样 特征 值 的 1 的 分 量 容易 按 如 下 的 方法 寻找 . 

k X k Pascal ERE AHS Ck — p) X (R—- p) 下 主子 式 在 


对 角 线 变换 
D,, = diag [a = (* t+ ^ 


2 


下 与 Aor- 相似 ,如 果 对 某 个 b 来 说 , 【的 最 后 《一 上 个 元 称 
为 ，。 通 过 线性 变换 , TUM! ok—p 找到 L. it Spg 一 (7 一 
Lo An, 有 
D prSpk Dpr = (7 — Dork 55 Dex ODor 4 oDok | 
= (I — Doh p80) A0,4-95 | 
所 以 = Deths.x—p. | 
的 了 个 元 素 仍 要 选取 ， 对 于 任何 选取 方法 仍 将 是 稳 的 ， 
” ”因为 它们 不 影响 特征 值 。 在 下 一 布 我 们 将 看 到 可 诸 它们 来 改 
.和 进 方 法 的 阶 ， 这 一 节 的 结果 的 重要 性 在 于 它 说 明 对 于 稳定 多 
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步 法 的 限制 ,在 多 值 方法 中 是 可 以 克服 的 . 


10.4. 标准 形式 多 值 方法 阶 的 改进 


我 们 考虑 4 是 在 X k Pascal 三 角形 矩阵 的 多 值 方法 . 设 1 
的 最 后 一 p 个 元 素 已 经 选 定 ,给 出 了 所 需要 的 稳定 性 性 质 . 
可 以 选取 工 的 其 余 个 元 素 , 以 便 得 到 可 能 的 最 高 阶 .为 做 到 
这 一 点 ,首先 重新 定义 截断 误差 。 在 用 方程 (10.18) 和 (10.19) 
的 阶 的 定义 中 , 假定 对 标准 形式 方法 a 含有 元 素 hy'%/g1. 
于 是 ,误差 不 小 于 第 一 个 略 去 的 项 O) TARER, WR 


采用 另外 的 定义 ,更 高 的 阶 是 可 能 的 . 
定义 ( — k) BEI re) 为 
ba o. eo 
k? CR 1)1 


的 转 置 , 并 令 aC) AMIE Ly, Ay’, +, BYE P/CR — 11] 
Nee, HE: sit RS BA ORL. 假定 我 人 ] 要 计算 
的 网 量 a(z) 由 
ate) = a(t) + Er(s) (10.56) 
给 出 ,其 中 EE 是 X CR 一 k) AEE., 如 果 从 方法 ate, 一 h) 
计算 aC:,) SHE Con 中 的 方程 , 它 与 正确 值 有 如 下 关系 : 
act,) = a(z,) + d,A* + OCA TT), (10.57) 
TÆ, RRB MRM dh + OCA’ "s 并 称 方法 的 Bt 为 
k —1, 

”这 表示 我 们 计算 的 向 量 a 含 & 阶 和 更 高 阶 的 导数 分 量 ， 
与 前 面 取 OC) 的 值 是 不 同 的 。 事实 上 , 这 个 定义 表示 起 始 
误 关 和 步 长 改变 误差 的 阶 数 比 截断 误差 低 。 使 用 者 未 必 计 算 
含 这 些 分 量 的 起 始 值 , 而 以 OCD 的 误差 开始 积分 。 还 有 改 
变 步 长 的 简单 方法 ， BY Ae FEAT Fs ERE , 个 保留 ,因此 ， 也 了 
进 同样 阶 的 误差 。 
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如 果 在 定理 10.8 中 采用 这 个 新 的 a(z) 的 定义 , 它 的 证 明 
AVE, OREN TR ENA EAE HER 方法 整体 的 收敛 速度 
将 为 olat), 

SR +1) X CR’ + 1) Pascal REFER 


ee e wee ew peewee teen eee 


Sik. WRR Cyn 中 , 则 由 Taylor 级 数 得 
act) = dac0 — h) + Dre — A) E 
+ ciag + OCA) | (10.58) 
和 . 
rC) = Br(t — hk) + Gay 十 OCA), 


其 中 apr 一 Bye 一 Y/R’ 1 为 了 简化 推导 ， 我 们 只 考虑 . 


一 次 校正 迭代 ,所 以 

a(t) = dat: — h) + IFC Aa: 一 D. (10.59) 
$ (10.56) FI (10.57) FLA (10.59), 得 到 | 

a°(z,) + Er(z,) + d, ht + OCA t) 
= A(a°(?, — 4)-+ Erli, — ky) o 
l + 1F( 4a, —h) + AEri, — AX). (10.60) 
”将 C10.58) 代 人 (10.60) 并 利用 Faf) = 0 得 到 

dit! = [e+ + OF SF) (4E — D) — EB| rr, 一 A) 


一 | ze 十 4 +1 a) «| + OG), (10.61) 


. 但 是 
P a -apr $ UDua g, . 


为 了 满足 (10 61), & h1 RIIA Cg <O BANE, id, 


92420. 


由 从 ' 的 项 给 出 。 因 此 | 
R = (1 — I8})(AE — D) — EB = 0, (10. 62) 


|. le + Doyo 
" CK’)! 


Cp 一 phe r 
+ 1 piCK gq)! Bo- AE 
— DD) -ay “9, (10.63) 
R p = mip, k — k), — o 
Roe '(p— q) lf e-a 57_ (4F 
m Ra) , 
| 一 D8 js yi = 一 0, 
P=O0,1,°--,h —k— 2, - (10.64) 
如 果 记 
ur = (4E — D), = (10.65) 
方程 《10.62) 变 成 
' R = AE — EB — lw — D = 0, (10.66) 
注意 4 和 B 是 对 角 线 上 元 素 为 1H LEABeE, RASI 
R 的 第 一 列 给 出 


| 5 (Ay — 8n )E jo — lito = Do, 0i k— 1, (10.67) 
j=0 


一 个 强 稳定 方法 在 单位 加 上 无 附加 根 ,所 以 Li- 0。 因 此 ， 
当 i 一 一 1 时 ,(10.67) 给 出 对 m AIR K pik 2 时， 
给 出 对 Ei 的 解 。 类 似 地 ，R 的 第 m 列 后 一 个 元 素 可 
m = 1,2, ek — k — 13} um N Einm p Ki SH — 2, 
解 出 ， 现 在 u BR, (10.65) 提供 了 对 Ep0 KiK — 
4 一 1 的 非 奇 异 方程 

”由 于 wm 不 为 零 , (10.66) 的 前 2 行 构成 方程 组 ， 它 可 以 从 
最 左边 开始 到 对 角 线 逐次 求解 , 即 | 


Rp-t,09 R pts Rp—z,09 Rp-t29°**. 
在 这 种 过 程 中 ,可 以 无 约束 地 选取 互 的 最 后 一 列 前 PSR. 
4A, WAR R —k Sp, 它们 可 以 如 此 选择 , 使 E 顶 上 的 行为 
零 , 所 以 ,至 少 函 数值 不 含有 附加 的 导数 值 。 这 个 过 程 还 可 以 
Hisp k +k p- IRE LOE ERODE L h 
Beititaiy P= Oty pH k tki 

的 值 确 定 . 

E 和 1 的 元 素 对 其 它 元 素 的 依赖 性 可 从 下 面 的 图 中 看 
出 ,由 Ry = 0 可 以 求 得 第 G, 站 位 置 上 的 元 素 为 1 , 这 些 元 
素 按 箭头 所 示 的 次 序 处 理 ， 每 次 从 右边 的 列 开始 一 个 新 的 对 
角 线 ,并 且 引 进 一 个 自由 参数 Eikka: 


Eo,» Eo, t s.. E, k’-k-4 - Eo pt-s 


~ 人 人、 

i, 局 个 、 E, s.. E,, Ee | kk-a 
NN | | 
ee P- EN 2, “~ 人 、 SSS K prt cet Ep-2,k'-k-t 
da-i E,- i, os ES E,-1, [hd ok | Ep-1,k-k-1 


—fiz, (10.64) 只 当 4E 一 D 的 适当 的 下 三 角形 都 分 为 堆 吉 
者 了 的 适当 偏 导数 处 处 为 零 时 才能 满足 . 前面 的 条 件 与 那些 
仍 为 自由 的 参数 (E 的 最 后 一 列 ) BEAN, MOE HLH BE 
满足 ， | 

于 是 ,我 们 证 明了 下 面 的 定理 . 

定理 10.12. 如 果 使 Of/dy?-? 关 0 的 7 的 最 小 值 为 9， 
则 在 在 阶 为 十 4 一 1 的 强 稳 定 《 值 方法 . 

特别 ， 对 特殊 的 阶 方程 yP 一 fly, t), FEBRY k+ 
p—1 的 方法 ,注意 ,对 p= 二 1, 将 一 1 步 的 Adams-Bashforth- 
Moulton 方法 表 成 率 值 方法 有 阶 为 + 一 1 的 预 佑 [超过 y%*-? 
的 项 不 计 在 内 ]; 但 在 EE 为 X 工 矩 阵 的 意义 下 , CRRA 
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法 .因此 ,用 这 种 方法 计算 的 a 除了 在 零 位 置 上 外 ,含有 bly 
的 固定 倍数 .如 果 ao 的 初始 值 为 ty? /q100 Sa < kh), WE 
ZE—T BRA OCA) 的 起 始 误差 (定理 10.7), BUH, HK 
改变 固定 次 数 只 引起 OC) 的 误差 , 但 是 如 果 步 长 改变 数 一 
OCA"), 将 得 到 OCA) 级 的 全 体 误差 . | 

如 果 用 MM 次 校正 迭代 ， 方程 《10.61) 要 修改 ,即将 (1 一 
ICOF /Oa)) 都 换 成 


I [7 十 (2) | 


其 中 足 标 i Rae SRM AAA i 是 在 不 同 的 点 上 计算 
的 。 如果 1, = 0, 工 换 成 工 一 区 1 a — 1,)")/1,; 0B, = 
0, 工 换 成 EM , 这 一 节 的 结论 仍 不 变 。 


10.5. 误差 的 浙 近 性 质 、 
用 单 步 方 法 ,我 们 能 将 误差 表示 成 
En = ASt) + OCH, 
ER- RUINS HHS SHOT AMINE Fe 
考虑 一 阶 方程 只 用 校正 的 多 步 方法 。 讨论 的 方法 与 定理 1.3 
中 对 Euler 方法 所 使 用 的 技巧 是 等 同 的 。 我 们 有 


> Caya 十 hi 一) 一 0 (10.68) 
a | 
> Caye — th) + ABA Ct — ih))). 
| / 一 Cosh ty) + orn), (10.69) 
相 减 得 到 


D| ee + AB ifyCEn—ien—i 十 Crn party] o 
i=0 | 5 B 
j=0 
= on), 
Den = HO, FER 


AyEnti) = fa) ) + O), 
By? Ce.) = Biy P Gni) + OCA), 
得 到 ， | 
| > [ca 十 Bf In) 8 na. | 


i=0 


这 是 用 我 们 正在 分 析 的 多 步 方法 得 到 的 一 个 方程 的 解 ， 这 方 
程 与 | 


E = g(a) 一 oy yer) | ao. 71) 


NA OCh), 其 中 gG) = IOO). 如 果 起 始 值 是 精确 的 ， 
由 定理 10.6 和 “10.71) 为 适 定 的 事实 ， (10.70) 的 解 收银 于 
(10.71) 的 解 ,我 们 得 到 
定理 10.13. 对 一 阶 方程 的 收敛 多 步 方 汪 
en = h's(t,) + OCA"), 


| 其 中 起 始 值 着 是 精确 的 。5(z 满足 (10.71) H. 960) = 0. 我 


们 也 看 到 ,使 36; = 1 归 一 化 的 理由 . 

一般, 起 始 值 是 不 精确 的 。 在 定理 10.7 中 我 们 看 到 ， 如 

果 起 始 误差 是 On"), 存在 一 个 量 级 为 0C8") 的 附加 误差 . 
和 欲 知 这 些 对 误差 的 渐 近 影响 , 特别 是 在 r <r 的 情形 , 必须 
假定 实际 起 始 误差 为 Sk + OCF") (0 Si < kh), Hh s, 
是 常数 .因此 , 考察 (10.70) 的 具有 初始 条 件 2; 一 8h 的 


解 . wkr >r, WERNE 10.13 所 给 定 ; 如 果 "一 
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十 oa yE ipi) 十 oCh))| = 0. (10.70) | 


aa 


. en = 6,4" + OCR Y), . 
其 中 5。 由 Ca. = 0 和 起 始 值 5; = 5 #9 (10.70) 给 出 ;如 果 
r =r, WARRE 5; = 5, 解 (10.70). 


定理 10.14. 令 0) 一 0 的 根 为 5 二 1, 5 "a Ško ZK 


zi(0 Lj k1 Lik) 
z; ff i 如 果 E = 0, 
8; +1, WE ESO. 


EX, 其 中 ， 当 根 器 第 一 次 出 现时 m AS, BOK 现时 为 1; 


等 等 ， 如果 由 
i- De Zij 0<j<k 


确定 [ 若 (e) 非 奇 异 ,这 永远 可 能 ]， TEA 六 一 ”刚强 稳定 


收敛 方法 的 误差 e, 满足 

， en = h” ECt,) + OCR), 
其 中 aCe) 为 (10.71) 中 3(0) 一 wu 的 解 。 如 果 <r 8l) 
由 同一 个 问题 但 其 中 Co 一 0 给 出 . 


证 明 可 在 Henrici (1962) AY 5.3 节 中 找到 ， 那里 给 出 了 比 


单位 贺 上 存在 附加 根 的 性 质 更 强 的 结果 ， 其 影响 是 引进 另外 
的 分 量 KUDa), RA 4,) 是 相应 微分 方程 的 解 ， 由 于 不 
推荐 弱 稳 定 方法 ,细节 就 不 讲 了 


现在 研究 p 阶 方程 多 值 方 法 的 误差 的 浙 近 形式 .这 里 仅 


考虑 用 一 次 校正 迭代 的 方法 ,否则 推导 会 变 得 不 必要 的 复杂 . 
这 里 给 出 的 结果 是 定理 10.13 的 自然 推广 , 即 
定理 10.15. JN EEOAE T: 


CK) (ki—q) k’ Rit 
[ao + > 52 ay t y Pay | h + OCh +H) 


J en RR eer, or a Oo ii ak ie ea. - re a aA 全 人 人 sr 


(10.72) . | 


` 02478 | 


se 


[参看 方程 (10. 63)1, M {vm} o 
= > 7mS] (10.73) 


m2 日 


确定 ,其 中 

S = (I — 15)4, 
则 从 精确 初始 条 件 出 发 ， 积 分 中 的 误差 在 y， 上 有 误差 分 量 
he? ECG) + OYE e 其 中 eO) 是 


wr) 一 Dh TE (ar + duy PC) 


十 > ymy * C8) o (10.74) 


m= 0 


具有 6C0) = SPO) 一 … 一 5 人 (0) 一 0 的 解 .如 果 方 法 


是 强 稳 定 的 , 则 可 看 出 yw 满足 (10.73), 

ne 观察 5, = AU tren, Hite, =a, 一 a(t, 一 Er (r) 
见方 程 (10.56)]， 

6, ,00) = Að,» (10.75) 


p- 
5。 一 5 +I PE 8, + Th? pa Base PO da 


十 h? 5 rmS"Iy% (2,) + OCKPt), (10.76) 


m=O 


不 把 Mr mST) 加 到 3。 而 将 Kern, — mb)+ 
OCA) 加 到 nms 具有 同样 的 作用 。 如 果 这 样 做 了 ,下 面 的 
SPREEK v: “EAB”. BTL, WR Ss” BAM (10.76) 中 去 
PH, 则 在 OCA) 的 范围 内 ，(10.75) 和 (10.76) 的 解 是 相同 的 
(由 于 退 到 负 = 在 初 值 上 的 变化 和 由 较 大 的 » 退回 在 和 上 值 
的 变化 都 是 ? 阶 的 , 都 比 解 小 , 所 以 它们 可 以 不 考虑 )。 作 这 
样 的 改变 后 ,(10.75) 和 (10.76) 都 是 差分 方程 . 如 果 (10.74) 
用 所 讨论 的 方法 求解 ,这 差分 方程 就 得 到 了 。 于 是 ,结果 的 第 
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5. 考虑 


一 部 分 成 立 ， 

第 二 部 分 由 Sa = 0, 1, +++, k — 1) 为 线性 无 关 的 
事实 得 到 . 我 们 可 以 这 样 看 出 , 由 于 对 强 稳定 方法 lt- 0, 
I 是 对 应 于 4 的 特征 值 1 的 秩 为 的 主 向 量 [ 即 CA DI 
=0=>m >k.), 展开 后 , 得 到 

SPI = Am + wpm APAIA ee + Waal, 

每 个 新 的 AML 引信 一 个 S7i(m = 0, -ek — 1) 的 新 的 主 回 
量 分 量 , 因 此 , S"I 是 线性 无 关 的 ， 


问 题 


a. 假定 用 (10.2) 和 (10.3) 给 出 的 并 且 a6 = —1,bo = Ba = 0 的 预 


(HARK, 然后 用 (10.4) 和 


k 


BYD npa S h? 
Smt = >, (em- 十 pt = tes) 
q! imi p! i 


+ Ba zr IOn, (m)3' weg yl Pots te) 


校正 ， 给 出 用 a#,B2i, ef, BF, 和 8 表示 的 系数 Gq: 和 Bai WIZ 
达 式 , 它 使 得 用 向 量 


. , hiy” hry Ary Pa 
Ya = | >， Jr 一 19 "ery yn 一 kt 十 1> hyn 2 anm rT 


将 方法 表示 成 矩阵 形式 成 为 可 能 。 


. 2。 证 明 引 理 10.1 中 确定 的 o (SEER SOO. ER: IRH 


, 现在 它 的 行列 式 中 形 为 (如 一 6) HAT] 
3. 如 果 对 方程 


y” = f(y, y > t) 


应 用 ~ 阶 预 估 公 式 和 * 阶 校 正 公式 ， 那么 对 这 个 方程 W 次 校正 先 l 


代 后 方法 的 阶 是 多 少 ? 
4. 证 明定 理 10.3。 
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10. 
(a) 对 MM 次 迭代 方法 ， 推 导 定理 10.12 前 面 的 方程 如 果 一 次 选 


11. 


证 明 引 理 10.4, 

通过 考虑 y2 = YX 证 明 预 估 的 阶 加 上 M ERREKIE 
能 小 于 对 2 阶 方程 的 方法 的 阶 7. 

对 预 估 和 校正 均 是 二 阶 的 ， 县 仅 作 一 次 校正 迭 代 的 Adams—Bash- 


forth-Moulton 格式 寻找 定理 10.5 证 明 中 定义 的 和 fal: 增加 一 次 | 


迭代 会 有 什么 差别 ? 
考虑 下 面 的 方法 


yn = Ya + ZA (Ya) + 21 (ash) 一 z4 Oun) 


Yapi = Yat Za (ys) + 一 = tug) + 4 in). 


(a) 为 确定 vary A yey 用 Euler sine yet) FO frets). 

b) 用 某 种 方法 (这 是 无 关 紧 要 的 ) 精 确 求解 方程 . 

问 在 每 一 种 情形 中 方法 的 阶 是 多 少 ? 

? 阶 方程 的 强 稳 定 方 法 满足 严格 根 条 件 ， 考虑 特殊 的 PU ee 和 
定理 10.12 的 结果 。 在 定理 10.12 证 明 中 一 个 注 表 明 ， 可 以 选择 


EE 使 E; = 0 (0&i<K —k—1), RH MAKE EH 10.8 
和 的 证 明 10.9 才能 证 明 如 下 事实 : 假定 ao 为 Wy /a\(0<4<k) | 


SOM TE, WS ARH OC 44), 
《非常 复杂 1) 


代 方 法 达到 的 阶 为 二 4 一 1， 问 在 以 后 的 迭代 中 ， 这 个 阶 能 保持 
吗 ? 截断 误差 是 多 少 ? 

(b) 证 明定 理 10.15 对 对 次 校正 迭代 的 推广 ， 

证 明 稳定 显 式 《 步 方 法 的 最 高 阶 为 HR: 应 用 当 p>0 时 


> “>0 的 事实 。 也 请 证 明 这 一 点 )。 


Vad. 
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11 特殊 问题 的 特殊 方法 


这 一 章 的 大 部 分 内 容 是 处 理 Stiff 微 分 方程 的 , 在 许多 用 
计算 机 作为 辅助 设计 技术 ,特别 是 网 络 分 析 和 进行 模拟 时 ,会 
出 现 这 些 方 程 。 这 些 方 程 也 出 现在 几乎 所 有 化 学 动力 学 的 研 
究 中 ， 我 们 还 要 讨论 与 其 密切 相关 的 一 个 问题 ， 即 与 微分 方 
程 同 时 解 一 组 非 线性 代数 方程 的 问题 ， 这 些 问 题 常 常 在 网 络 
分 析 和 模拟 时 出 现 。 最后， 我 们 还 要 简短 地 讨论 当 微 分 方程 
的 解 在 一 些 点 上 已 知 时 ,寻找 未 知 参数 的 值 的 问题 ,这 是 一 个 
积分 化 学 动力 学 方程 常常 会 遇 到 的 问题 ， 


11.1. Stiff 方程 


在 实际 方程 中 ， 由 于 存在 相差 很 大 的 时 间 常 数 ,sditf 微分 
方程 是 经 常 出 现 的 .所 谓 时 间 常 数 是 工程 师 和 物理 学 家 用 来 
表示 衰减 速度 的 术语 。 例 如 ,方程 多 一 ly AR Ce, 如 果 


2 是 负 的 , 则 在 时 间 -1/4 内 ，y FER e5 倍 .一 二 就 是 时 间 党 


数 , 4 负 得 愈 多 ,时 间 常 数 愈 小 。 实 际 的 系统 经 常 是 以 指数 函 

数 的 方式 变化 的 ,至 少 在 局 部 范围 是 这 样 (电容 器 的 放电 ， 化 

学 反应 趋 于 稳定 等 )， 在 一 个 系统 中 ,不 同 的 项 以 不 同 的 速度 

RR. TRS 

y = KY), 

衰减 速度 局 部 地 可 与 91/8y 的 特征 值 有 关 ， 如 果 一 些 反应 是 

慢 的 ,而 另外 一 些 反 应 是 快 的 , 则 快 的 部 分 将 决定 方法 的 稳定 

性 ， 虽然 这 时 这 些 分 量 可 以 衰 碱 到 微不足道 的 程度 ， 使 得 方法 
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ere” 


er 


的 截断 误差 由 变化 慢 的 分 量 来 确定 ， 例 如 ,考虑 系统 ” 
y = —y, XK0)=1, | 
z= —1000z, (0)=1, - . 《11.1) 
事实 上 ， 这 两 个 方程 是 相互 独立 的 ,我 们 可 以 分 别 来 考察 它 
们 每 一 个 的 性 质 .如 果 用 研究 过 的 大 多 数 方法 来 考察 ,将 会 发 
现 ,稳定 性 要 求 量 10008 小 于 某 一 个 界 . Euler 法 要 求 它 小 于 
2, 以 便 满 足 |1 + AA] <1, 而 四 阶 Runge-Kutta 方法 大 约 要 
求 它 小 于 2.8。 由 图 8.2 看 到 ,Adams-Moulton 方法 的 高 阶 方 法 
对 AA 甚至 有 更 多 的 限制 . 如 果 方 程 (11.1) 用 这 些 方法 来 积 
分 ,只 能 采用 比 = 的 时 间 常 数 大 得 不 太 多 的 数 作为 步 长 .积分 
几 步 之 后 ，x 的 值 将 小 到 与 > 相 比 可 以 忽略 的 程度 。 BAR 
在 第 一 个 分 量 中 含有 有 效 的 信息 ,但 是 由 这 点 往 后 ,由 于 第 二 
个 分 量 的 缘故 , 仍 必 须 采 用 非常 小 的 步 长 。 这 就 是 Stiff 方程 
PJ. 7 
在 上 面 的 特殊 例子 中 ,两 个 分 量 是 可 以 分 离 的 ,并 且 对 其 
中 的 每 一 个 可 以 应 用 不 同 的 方法 或 步 长 .按照 这 一 点 已 提出 
许多 建议 ,它们 在 速 变 分 量变 化 区 域 中 有 效 . 但 是 ,将 一 般 方 - 
程 分 离 成 二 个 或 更 多 个 简单 分 量 是 不 可 能 的 ， 


u’ = 998u + 19980, u(0) = 1, . | 
v= 一 999x — 19997, v0)=0 | (11.2) 


它们 是 由 (11.1) 经 变换 

| 7 2 一 1 y 
Lal, JE) 

导出 的 ,因此 ,两 个 分 量 有 类 似 的 性 质 .。 它们 的 解 为 
u = 2e™ — em 

v = et p emn | | 

. 所 以 ， 两 个 因 变 量 都 含有 快 变 和 慢 变 的 分 量 . ENNER 
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11.1 中 表 出 . 方程 (11.2) 即 使 在 快 变 分 量 很 小 时 ,也 产生 对 4 
的 同样 的 限制 。 如 果 可 以 找到 由 (11.2) 到 (11.1) 的 逆 变 换 ， 
则 各 个 分 量 可 以 分 别处 理 . BAN ARB. Pe 
RT * 时 ,这 不 是 简单 的 工作 . 


图 11.1.。 Stiff 问题 


为 了 观察 这 种 问题 ,不 一 定 考虑 方程 组 ,简单 的 例子 为 - 
y= My — FO) + FR), (11.3) 
如 果 F(z) 是 光滑 的 侵 变 函数 , 而 2 人 0， 则 它 就 具有 类 似 的 
性 质 . (11.3) 的 解 为 
y= (yo — FO))e”¥ + FOR), (11.4) 
其 至 当 yo — FCO) = 0 AY, u 很 快 取 充分 大 的 负数 , 使 得 第 
一 项 与 第 二 项 相 比 足够 小 。 如 果 用 讨论 过 的 任何 单 步 或 多 步 - 
方法 考察 (11.3) 的 误差 方程 ,我 们 将 会 看 到 ,局 部 截断 误差 由 
ARF CE a KO 的 时 间 导 数 ) 来 确定 ， 而 稳定 性 依赖 于 ha 
的 值 . 
TER | we 
y = Aly — FG@)) + F'O (11.5) 
一 样 的 方程 组 中 , A 的 特征 值 起 2 的 作用 . 在 这 种 情形 ,我 们 
必须 考虑 复数 1。 如 果 4 的 所 有 特征 值 均 有 负 实 部 ， 则 当 ! 趋 
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FENAM, (115) 的 解 收敛 于 FC), 

虽然 利用 我 们 讨论 过 的 任何 一 种 方法 得 到 的 (11.3) 的 - 
BUTEN A > 0 时 确实 收敛 到 它 的 解 ,但 是 ,为 实际 达到 
要 求 的 精度 , 4 必须 非常 非常 小 ,小 到 舍 信 误差 和 计算 时 间 间 
题 变 得 相当 严重 . 因此。 现在 的 问题 是 要 推导 保证 稳定 性 但 、 
不 限制 步 长 的 方法 . 


Pe Me ee ee Se ee ee eee 


ry 


图 11.2. Stiff 问题 的 Euler 方法 


当 解 中 类 似 Ce* 的 一 些 项 比 起 其 它 项 十 分 小 , 而 且 它 们 
仍 在 继续 衰减 ,对 e 刀 的 逼近 就 不 必 很 精确 , RRS 
小 于 1, 使 得 这 些 项 不 扩大 即 可 . 图 11.2 说 明 对 问题 《11.3) 
使 用 Euler 法 的 结果 。 如 果 |1 十 sal > 1, 误差 每 一 步 均 是 
扩大 的 . 


J 


大 P 


图 11.3. Stiff 问题 的 向 后 Euler 方法 
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”图 11.3 表明 , 对 同一 个 问题 使 用 向 后 Euler 方法 y= 
Ya 十 hf(yans tori) 的 结果 . 这 是 一 个 隐 式 方法 , 对 y 的 线性 
方程 组 可 直接 解 出 . 从 图 中 可 以 看 到 ,虽然 表示 e* 项 的 精度 
差 . 但 它 是 稳定 的 。 通 过 分 析 可 以 知道 ， 误差 每 一 步 均 扩大 
(1 一 AA) Be a Rela) < 0, 则 这 个 数 小 于 1， 显 然 , 这 是 
一 个 很 好 的 性 质 , Dahlquist (1963) 将 其 总 结 成 为 4 稳定 性 . 

定义 11.1. 方法 称 为 4 稳定 的 , 如 果 将 它 以 正 固定 步 长 
b 应 用 到 具有 负 实 部 的 ( 复 ) 常 数 1 的 微分 方程 y =y E, 
得 到 的 数值 近似 当 > > co 时 都 趋 于 零 ， 

这 一 节 只 讨论 一 阶 方 程 ， 虽 然 对 高 阶 方程 显然 也 有 类 做 
的 性 质 . 洪 中 有 些 性 质 在 11.2 节 中 考察 , 在 Bjurel S (1970) 
中 给 出 了 产生 Stiff 问题 的 各 个 应 用 领域 以 及 求 其 解 的 方法 
的 详尽 评论 ， 


11.1.1. 多 步 方法 


在 关于 4 稳定 性 的 最 早 一 批 重要 工作 中 ,Dahlquist(1963) 
还 提供 了 一 个 结果 , 即 证 明 4 稳 定 多 步 方法 的 阶 不 能 超过 2, 


”以 及 阶 为 2 且 具 有 最 小 误差 常数 o 的 方法 是 梯形 法 , 其 中 


ams. 这 是 一 个 具有 约束 性 的 结果 , 它 表 明 如 果 要 用 多 步 


方法 ， 4 稳定 性 的 要 求 必须 放宽 . 将 多 步 方法 应 用 到 线性 问 
Bly’ = Ay 上 ,其 稳定 性 由 

oCE) + hioE) = 0,7= 1,2, .ss 
的 根来 确定 , 其 中 %; 是 4 的 特征 值 .由 于 这 些 值 是 固定 的 ,我 
们 不 需要 整个 负 半 平面 上 的 稳定 性 ， 而 只 要 在 ASA 
区 域 中 稳定 即 可 ， 由 图 11.4 所 示 , 对 于 慢 变化 的 4， 这些 区 


域 组 成 太平 面 上 的 一 VRE. Widlund (1967) 定义 4(o) 稳 、 


TERESI Es | o 
| * 1556 e 


一 加 = rr 
一 ec ete 一 学 ,Te re LT EO AR ee ERR SN met 


定义 11.2， 一 个 方法 称 为 4Ca) 稳定 的 , ee (0,z/2) 如 
果 以 固定 的 4, 对 所 有 满足 1arg( 一 4)| <a, 14] = 0 的 方程 
y= dy 的 数值 近似 ， 当 

FAAN n 一 co 时 收敛 于 零 . 
NB] n ge 这 表示 绝对 稳定 性 区 
BRS 域 包 含 图 11.4 中 庶 线 左 
: = oe 面 的 株 形 。 Widlund 接着 
SS 4H 证 明了 对 任意 a <= 和 
2 r <4, 存在 Ala) 稳定 的 
r 步 > 阶 方法 . 这样， 对 
RI A) BERR 于 给 定 的 其 解 为 浙 近 稳定 
的 线性 问题 ( 即 4 的 特征 值 均 严格 地 在 负 半 平面 中 ), 存在 对 


任意 ( 正 ) 4 为 稳定 的 阶 为 4 或 小 于 4 的 多 步 方法 .由 于 A(Z) 


稳定 方法 是 4 稳定 的 ， 阶 + 之 3 的 4(c) 稳定 方法 的 截断 误 
” 差 当 a 一 二 二 时 无 限 增 大 ， 


Pe" A 稳定 性 减弱 的 概念 定义 成 Stiff 稳定 性 [ Gear 
(1969)], 图 11.5 定义 及 平面 上 的 区 域 . 

定义 11.3， 一 个 方法 是 Siff 稳定 的 ,如 果 在 区 域 R,(Re 
(hA) < DH, 它 是 绝对 稳定 的 ,而 在 区 域 RAD < Re(h4) 二 
a, |Im(Aa)| < 0) 中 , 它 是 精确 的 ， 

提出 这 个 定义 的 理由 如 下 : e* 是 一 步 中 对 特征 值 4 的 
分 量 的 改变 量 , 如 果 AA = w 十 iv, 则 改变 量 的 量 级 为 e. 如 
果 w 二 DD 二 0, 则 在 一 步 中 这 分 量 至 少 减 小 到 e? 倍 . 我 们 不 
考虑 那些 非常 小 的 分 量 的 精确 度 , 所 以 , 对 某 个 D, 宁愿 忽略 
R 中 的 所 有 分 量 。 这 时 ， 我 们 恰好 需要 方法 是 绝对 稳定 的 . 
在 原点 附近 , 要 考虑 精度 ， 这 时 需要 相对 的 或 绝对 的 稳定 性 ， 
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Mure > 0, 在 每 一 步 这 分 量 至 少 增加 OR. 我 们 必须 
对 此 加 以 限制 ,因为 要 适应 这 个 改变 量 , 节点 要 充分 精细 ，, 因 
此 ,我 们 不 使 用 区 域 4 > a。 WR |z| > 9, 在 每 一 步 至 少 有 
6/2r 个 完整 的 振动 。 除了 不 考虑 衰减 分 量 的 区 域 R, 和 不 用 
的 区 域 *> o 外 ,我 们 必须 描述 这 些 分 量 的 变化 。 大 家 都 知 
道 , 为 了 表示 频带 限制 的 信号 ,至 少 对 出 现 的 最 高 频率 每 一 周 
取 两 个 样 点 。 事实 上 ,为 了 数值 精度 ,大 约 上 述 数 字 的 五 倍 是 
必要 的 , 所 以 , 9 一 定 小 于 2/5, 


11.5. Stiff 稳定 性 


自然 我 们 要 间 , 是 否 存在 阶 大 于 2 的 Sift 稳定 方法 . 在 
Gear (1969) H, HA o(E) = 线 的 多 阶 万 步 方法 被 证 明 对 某 
些 D,a FO 当 志 6 时 是 Stiff RER. jeh CENIA CE), 
以 便 得 到 阶 为 的 方法 ,然后 可 以 得 到 这 个 方法 ( 见 8.1.1 
节 ). TE, 在 4 平面 上 使 p(58) + ulë) = 0 的 根 的 量 值 为 
1 的 轨迹 ,可 由 描绘 w= — Ce’) /oC ce”) ,0€ [0,2x], 来 画 出 . 
3x eb Eh Ze 11.6 中 由 《一 1, 2, 3 和 图 11.7 中 由 《=4, 5,6 | 
表册 FE = +0, p(E) + uol) = 0 的 很 为 cs) 一 0 的 
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根 ,或 者 都 是 零 . 闭合 轨迹 外 的 所 有 点 由 连续 曲线 与 4 一 十 co 
连接 。 由 于 根 是 & 的 连续 函数 ,对 于 轨迹 外 对 & 的 所 有 根 ,其 
数值 均 小 于 Ak, 绝对 稳定 区 域 是 闭合 曲线 的 外 部 .对 于 
k=7, 8，.……, 15, 这 些 方法 不 是 Stiff 稳定 的 。 这 些 方法 在 
Henrici (1962) 5.1.4 节 中 给 出 ,在 那里 称 为 “基于 数值 微分 的 
方法 ”. 前 两 种 方法 (4 = 1,2) 对 Stiff 方程 的 可 用 性 由 Curtiss 
和 Hirschfelder (1952) 指出 。 对 于 = 1 我 们 得 到 向 后 Euler 
方法 。 Bal, Siff 稳定 的 七 阶 和 八 阶 多 步 方法 [Dil (1969)] 


300 p DP 
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<200 一 ~ 7 4.00 
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图 11.6。 对 一 至 三 阶 stiff 稳定 方法 的 绝对 稳 
定性 区 域 ， 方 法 是 在 闭合 曲线 的 外 部 稳定 的 
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以 及 直到 十 一 阶 的 多 步 方法 [Jain (19707] 均 已 找到 ， 但 可 用 


性 尚未 检验 ， 
校正 方程 的 求解 . 
pA EE 
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”图 11.7. 四 至 六 阶 Stitt 稳定 方法 的 绝对 和 定性 区 霹 
对 于 Stiff 稳定 的 方法 , oE) 至 少 要 有 与 e($) 相同 的 阶 ， 
否则 4 一 Co 时 一 个 根 为 .这 表示 方法 是 隐 式 的 , 因此 , 必须 
解 校正 方程 . 以 前 的 迭代 格式 为 
Yat? 一 SEVER + hbo ys”), 


如 果 of 
| la < t> 


o 0259% 


它 是 收敛 的 。 在 现在 的 情形 ，Ma1/8?) 可 能 取 相当 大 的 负 
值 ,所 以 ,我 们 必须 采用 别 种 迭代 格式 如果 8f/6y 的 计算 代 
价 很 高 ,用 Newton 方法 求解 是 很 费时 的 ,但 是 ,如 果 81/8y 变 
化 不 是 很 大 ， 就 不 需要 每 次 欠 代 都 重新 计算 ， 如 果 8H8y 不 
是 按 每 一 步 均 重新 计算 的 Newton 型 方法 收敛 , 则 它 确实 收敛 
到 校正 方程 的 解 。 将 方法 表 成 A+ 1) 值 的 标准 型 ， 通 常 做 


的 校正 迭代 为 
anim = apem LF Cayo). 《11.67) 
因此 ,如 果 方 法 收敛 , 它 将 收敛 到 
a, = 8,0) + lw, | (11.7) 
其 中 必 为 使 a 
F(a,) = F(a, + lw) = 0 (11.8) 
成 立 的 纯 量 。 我 们 用 Newron 迭代 求 (11.8) 的 解 ， 我 们 将 有 


7 一 1 _ 
Omt) = Olm) 一 [2 . 1 Flanco 十 fm), (11.9) 


| 如 果 记 aoeo = ae + own (11.9) 变 成 


， Batty 一 Mim) 一 |22. Jg F(aicm). (11.10) 


”由 于 F(a) = f(a) 一 as 有 


OF p | əy 
w= [2E a [nem ALP aun 
[Da ! "Oy £ ) 


.如果 开始 多 步 方法 记 成 . 


= Dees 十 Abofns 


有 L=1, h> b». 我 们 看 到 ， W 依赖 于 方法 的 阶 ( 通 过 Bods 7 
h RI Of/Oy, 如 果 61/6y 是 慢 变 的 (在 实际 中 经 常 发 生 ), 则 对 

一 步 或 其 中 步 长 和 阶 不 变 的 若干 步 ,在 大 代 (11.107 过程 中 全 
将 变化 不 大 .在 第 9 章 给 出 的 程序 中 ,用 了 这 个 事实 .如 果 要 
RH Stiff 方法 ,就 要 选择 对 应 于 ol8) 一 KCI ak eal, 
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对 于 这 些 方法 的 w，p, 和 1 由 表 11.1 和 11.2 给 出 ， 
11.1. Stiff 稳定 方法 的 系数 


k 2 3 4 ` 5 6 
Bo 
ay 4 
1 
a 一 一 - 
; 3 


表 11.2. 标准 型 Stiff 稳定 方法 的 系数 


k 2 3 6 

1 2 6 24 720 
3 i] 50 1764 
i, 3 11 50 1764 
3 i 50 1764 
la 1 6 35 1624 
3 II 50 1764 
A 1 10 733 
ii 50 1764 

| 1 

50 


只 当 改变 阶 或 者 校正 WFlanm) 在 第 三 次 选 代 不 小 的 
意义 下 校正 过 程 不 收敛 时 , 矩 隆 丈 才 重新 计算 ， 
试验 例子 . 
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Krogh 非 正 式 提出 了 检验 解 Stiff 方程 的 程序 的 例子 . 
定义 
Cz?) = —8,2' + Ce’), i= 1， 2,3, 4, 
其 中 p, 是 非 零 常数 ， 解 为 oo 
如 果 初 始 值 为 zx(0) = 一 1, c; 二 一 (1 + 6), 2 XB U 


-1 1 1 1 
1 1 — |I 1 1 
C3) 1 1 -1 ap 
1 1 1 — 1 
并 定义 y = Uz, 其 中 z= 二 [xl, 2, 2, T, y 的 微分 方程 为 
y = —By + Uw, (11.13) 


其 中 B= Udiagl 61, 82, Bs, BiJU, w = [CF C2’, (=Y, 
(29I. h (11.12) Al y = Uz H. (11.13) 的 Jacobi 4% 
阵 Of/Oy A | os | 
| J = Udiagl —8; + 22°]U, 
因此 ,由 于 U0"!*=U, 特 征 值 为 22 一 8;. 用 初 值 yo) 一 [一 1 
一 1, 一 1 一 1]7 = 200), 从 (11.12) 看 到 7 
. pi WR Bi <0 
eof | oR p> oh 

因此 ,特征 值 一 > 一 \6:|, RE @ > 0 和 cj; 二 一 1, 或 者 8; 二 0 
和 c > 一 1 六 是 有 限 的 并 且 是 负 的 . 

根据 Krogh 的 建议 5 对 pi 一 1000, l: = 800, 8 = —10 
和 8,=0.001 的 问题 积分 了 .开始 , 特征 值 是 — 1002, —802.8 
和 一 2.001， 当 0.001 六 1 时 ,它们 是 一 1000, —800, —10 ， 
和 —0.001, 在 积分 开始 几 步 , 由 于 含 2 和 ca: 项 中 的 
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截断 误差 , 步 长 要 加 以 限制 。 到 时 刻 :一 0.01， 这 些 项 就 不 
起 作用 了 ， 但 是 ,如 果 用 限制 步 长 来 保证 方法 的 稳定 性 ,4 必 
须 小 于 10-, 而 在 大 部 分 负 半 平面 上 为 绝对 稳定 的 方法 ,允许 
4 增 大 (对 这 个 例子 , 沿 负 实 轴 的 稳定 性 是 充分 的 ) 
stiff 方法 的 有 效 性 在 表 11.3 和 11.4 中 表示 出 来 . 表 11.3 


给 出 1 = 10'G 一 一 2, —1, +++, 3) 后 第 一 个 节点 上 y 分量 


上 的 最 大 误差 。 接 着 列 出 了 步 数 ， 求 导数 值 及 矩阵 求 逆 的 次 
数 。 在 程序 中 人 允许 误差 为 10-, 也 列 出 了 所 用 的 平均 步 长 , 虽 
然 它 给 出 了 表 11.3 中 步 长 的 一 个 不 理想 的 估计 . 可 以 看 到 ， 
最 后 31 步 的 平均 步 长 接近 30, 事 实 上 ，, * 每 增加 一 个 数量 级 ， 
步 长 大 约 增加 10 倍 。 表 11.4 列 出 对 同一 个 问题 应 用 Adams 
方法 的 情形 .由 于 稳定 性 , 步 长 不 能 增加 ,所 以 到 :一 10, € 
大 约 取 Stiff 方法 步 数 的 80 fF. RB : = 1000， 大 约 要 取 


1.5 X 10: 步 但 是 程序 当 导 数 求 值 次 数 在 : 一 16.8 超过 10° 


后 停 目 计算 ， 


但 是 ,应 该 注意 ， 对 于 上 < 0.01， 当 Sift 性 不 成 问题 时 ， 


表 1.3. Stiff 稳定 方法 一 一 Stiff 问题 的 试验 结果 


出 现 的 误差 =“ 步 数 RAR REK PISE 当时 时 间 
0.9100D-07 70 179 7 0.1463D-03 0.0102436701 
0.2667D-05 _ 110 262 12 — 0,9535D-03 0.1048869068 
0,.2208D-05 1683 . 405 15 0,6025D-02 1.0122667324 
0.2870D-05 216 $23 20- 0.4635D-01 10.01 10785897 
0.2984D-05 252 616 25 0.4067D 00 102.4771283917 

- 0,1199D-05 283 S33 29 0.3625D Ol 1025.7769259724 

一 -一 一 cae tana Stein 


%4 11.4. Adams 方法 一 一 Stiff 问题 的 试验 结果 


nr en on nay 
击 现 的 误差 PR KER 求 逆 数 平均 步 长 当时 时间 
0.1863D-07 60 178 0 0.1698D-03 0.0101889615 
0.4525D-06 182 548 O  0.5519D-03 0.1004531167 
0.3001D-07 1796 5421. 0 0.5569D-03 10001087924 
0 


0.4639D-05 15285 59246 0.6543D-03 10.0004462820 
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Adams 方法 较 有 利 , 它 用 的 步 数 较 少 , 而 且 比 Stiff 方法 更 加 
精确 . DX 2 Stiff 方法 的 截断 误差 与 k 阶 Adams-Moulton 
方法 的 截断 误差 相 比 为 x 与 yt #74) 之 比 .] 


”图 11.8 画 出 积 到 * = 100 时 y 的 分 量 的 最 大 误差 相对 于 
导数 的 水 数 求 值 数 加 上 偏 导 数 求 值 次 数 〔( 它 是 矩阵 求 逆 数 的 
四 倍 ) 的 图 形 ( 其 中 离开 线 的 那 点 ， 大 概 是 不 同 分 量 中 误差 的 
. 巧合 而 相互 抵消 的 结果 ). 这 儿 的 结果 是 用 9.3 节 给 出 的 程序 
得 到 的 ,其 中 参数 MF = 2. 


Se NR ta even Dh 
矩阵 求 凶 的 次 数 
$ 


10°" 10°? 10 1074 
误差 | 
11.8. 误差 与 函数 求 值 的 关系 


读者 注意 ,这 个 试验 例子 不 是 大 范围 适 定 的 ; 接近 稳定 点 
”时 , 超过 10” RIDA Ae A] RE BRL AIRE AH 


11.1.2. 4 稳定 方法 


由 于 多 步 方法 当 其 阶 大 于 2 时 不 是 4 稳定 的 ， 我 们 自然 
要 间 ， 是 否 存在 4 稳定 的 方法 类 .这 一 节 考 察 一 些 方法 类 , 它 
们 不 需要 关于 5W8y 的 知识 (但 要 解 隐 式 方程 )， 对 于 已 提出 
的 需要 8H/8% 的 值 或 者 对 其 作 适 当 逼 近 的 特殊 方法 ,我 们 在 下 
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ks 


一 市 讨论 
一 类 4 稳定 的 方法 在 第 2 章 就 引进 了 。Ehle (1968) 指 
tH, 24 Mt 9 级 隐 式 Runge-Kutta 方法 是 4 稳定 的 . 将 y= ay 
代入 方程 (2.23), 对 4 级 方法 有 


Yat: 一 Q Chi) 
HHP) MOL 为 LL 的 9 次 多 项 式 . 由 于 方法 是 249 阶 


的 ， 


= P Chh) = era 2q+1 
RHA NS + O(a), 


Att, RC) 为 er I n SHR Pade 近似 ， 并 且 由 Birkhoff 
和 Varga (1965) 知道 ;如果 Rele) < 0, 有 
Re <1, 
所 以 ,方法 是 稳定 的 . 
Axelsson (1969) 定义 方法 为 Stiff 4 稳定 的 ， 如 果 对 方程 


© y =e dy, 24 Relha) > 一 co 时 yi/ys 一 0。 这 样 的 方法 使 
. 迅速 衰减 的 分 量 在 数值 近似 中 也 迅速 衰减 ,所 以 ,不 需要 小 的 


步 长 ， 即 使 当 这 些 分 量 仍 存 在 时 也 是 这 样 〈 至 少 在 线性 系统 
H). ¢ 级 24 Runge-Kutta 方法 不 是 Soff A 稳定 的 ,因为 当 
z 一 一 co 时 RC 一 (一 1)*。， 如果 将 其 阶 减 小 1, 并 且 系 数 
限制 记 使 最 后 计算 的 k BRA AL SRT Me” 由 


a Pal hd) 2g 
e* EA + OCh"4) 


近似 这 个 近似 被 Axelsson (1969) 证 明 为 Stiff 4 稳定 的 . 
”另外 一 类 4 稳定 的 方法 ,由 Taylor 级 数 方法 的 推广 给 出 ， 
如 果 能 够 计算 in A tan 上 的 导数 ,就 可 以 考虑 


Yori = Ya + > ACB av? + Bony) (11.14) 


型 的 公式 ; 如 果 选 取 9 使 得 与 Your 的 Taylor 级 的 数 前 24 十 
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1 项 一 致 ,我 们 找到 
Bai = Baa = C-1)'" Bain. 


对 于 4 一 1, 我们 得 到 梯形 法 则 pu 一 二 ;对 于 4 = 2, 得 到 
Yatı = y, + EO + Ynt) + Eey 一 Ynti). 
如 果 (11.14) 被 用 来 积分 yy = 4y, 我 们 得 到 
/ 1 + BD) Bei 4a! 
‘Youn = — Yn = R CARa. - 
1] ~ 2 Bajo hA Y 


由 于 阶 为 29, RCA) 又 是 e 的 对 角 线 Pade 近似 ,所 以 是 4 
稳定 的 。 将 其 阶 减 小 1, 并 令 Poa = 0, 我 们 得 到 Siff 4 稳定 
方法 。 o 

由 于 解 隐 式 方程 《2.23) 或 者 计算 导数 及 解 隐 式 方程 
OLID 均 要 作 大 量 的 工作 ， 因 此 这 些 方法 除 低 阶 的 情形 外 ， 


没有 一 个 得 到 广泛 的 应 用 , 低 阶 的 情形 为 Taylor BEE 


”机 形 法 则 和 Runge Kune 方法 的 隐 式 中 点 法 则 。 后 者 由 
ka= tif ya + At), 


Yati = Yn + ki 
给 出 。 


11.1.3. 基于 8f/6y 的 知识 的 方法 


直接 应 用 4 = 0f/0y 的 各 种 方法 已 经 提出 了 , 如 果 4 的 


特征 值 已 知 ， 则 可 推出 对 具有 那些 衰 碱 速 度 的 指数 涵 数 为 精 
确 的 方法 ,就 象 我 们 选取 多 步 方法 对 多 项 式 为 精确 一 样 [Pope 
《1963)]， 文献 中 提出 的 一 些 方法 ,要 求 特征 值 知识 或 4 的 近 
似 的 知识 [Lawson (1967) 和 Dahlquist (1969) ]。 
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线性 方程 . 
设 有 方程 组 y = Ay, 
其 中 4 是 常 矩阵 ， 并 且 可 以 找到 相似 变换 ， 使 得 0407 为 
Jordan 型 . 于 是 ,我 们 能 够 直接 解 方程 
z = Jz, 
Ap z = 9y, 7 一 2490-。 如 果 作 变换 
z(z) = e?'n(z), | | 
这 里 DD 是 的 对 角 线 部 分 , e?! AMARA, 对 角 线 上 的 每 
个 元 为 对 应 于 Di 的 对 角 线 元 素 的 指数 ,我 们 得 到 方程 
n (t) = eC J — D)e”) = J — DME), 
由 于 和 矩阵 J 一 D 的 上 对 角 线 元 素 最 大 为 1, n) 是 多 项 式 ， 
我 们 得 到 
y= O'z = Ote'n@), 
一 般 ，4 不 是 固定 的 , 但 如 果 对 给 定 的 AC.) 值 作 上 述 变换 ， 
得 到 的 微分 方程 虽然 非常 复杂 ,可 是 因为 特征 值 很 小 ,可 用 通 
常 的 方法 来 处 理 ， 而 没有 稳定 性 问题 。 但 这 种 方法 需要 找到 


和 矩阵 O, 这 需要 大 量 的 工作 如果“4Cz) 的 变化 很 快 , 则 新 的 


经 常 要 重新 计算 ,使 得 此 方法 由 于 工作 量 过 高 而 不 能 用 . 
Runge-Kutta 方法 的 推广 ， 
Rosonbrock (1963) 提出 了 一 个 显 式 Runge-Kutta 过 程 的 
扩充 , 使 其 含有 31/8y。 最 一 般 的 形式 如 下 : 
kı = AfCy,) 十 hb, ACy dA, 
ka = AfCyn + Banki) + hb:4ACyn + Mak Rs, 


ses *# 和 BS E &€& eee E E E E O E 


ke = bt (ya + S Bos) 


4-1 
+ hb,A Q + D) aaki | kas 
a 


oo nii 


a 
Ynti = Yn T > Yiki, (11.15) 
i=l 


其 中 4(y) = Of) /Oy, KEAEEXMR PAS RRRA 
F [Calahan (1968) 和 Allen (1969)]。 由 于 它们 用 到 Of/dy, 
在 某 种 意义 下 , 它们 是 隐 式 的 方法 。 对 问题 y = A@)y 用 隐 
式 多 步 方法 或 Runge-Kutta 方法 必须 要 解 的 方程 的 形式 类 似 
于 (11.15)。 这 个 方法 的 一 个 例子 为 Calahan (1968) 的 三 阶 方 
法 ,由 
k= pfl yn,) + Ab, ACy Rs 
ka = Af(yn + Baki) + hb, ACYn)kzs 


Yati = Yn 十 rik + yak: (11.16) 
给 出 ,其 中 
= @ + (3) = 0.788675, 
2 3 
1 


bn = 一 2 /= = —1.154701, 


yı = 0.75, 72 = 0.25, 
当 这 类 方法 应 用 于 方程 儿 一 4y 时 ,导出 

Yn+i = RCM) yp 
形 的 关系 式 , 其 中 RCA) 为 h 有理 多 项 式 ， 如 果 对 于 Re 
(hk) <0 能够 证 明 RODI 和 1， 则 方法 是 4 稳定 的 。 为 
了 证 明 这 一 点 ， 只 要 证 明 当 a> okt, fim|RCW)| <1, 
|RGiw)| <1, 一 co < w 二 0， 并 在 一 些 点 上 不 等 号 成 立 ， 
以 及 在 Relu) <0 中, R) 是 正则 的 。 


11.2. 代数 方程 和 奇异 方程 


有 两 类 与 Stiff 方程 有 关 的 问题 ， 第 一 类 称 为 奇异 摄 动 . 
在 这 个 问题 中 ,方程 组 对 两 个 向 量 y 和 z (不 一 定 维 数 相 同 》 
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给 定形 式 为 
y = f(y,z,t), (11.17a) 
. ez’ = gly,z,?), (11.17b) 
其 中 为 非常 小 的 常数 。 在 很 小 的 区 间 (0,2) A, BF 
(11.17b), 解 显 示 出 迅速 变化 的 性 态 ( 这 问题 常常 称 作 边 春 层 
问题 ,由 于 它 出 现在 接近 于 边界 时 的 流体 动力 流 问 题 中 ); 然 
后 第 二 个 方程 可 成 功 地 用 
| 0 = gly, z, £) = (141.18) 
RE. 
RB 
Fy, y's +++, YP, t) = 0 (11.19) 
在 ¢ 增加 时 , OF /Oy? > 0 《或 变 得 很 小 RR m. 
显然 , 当 OF /Oy? = 0 时 ,(11.19) BABA p 一 1 REIRI 
的 方程 。 例 如 ,考虑 线性 二 阶 方程 
e(t)y" + ay’ + by = g@), 
其 中 当 上 MINN, eO> 0。 如 果 记 z [= y ,我 们 得 到 方程 组 
y =z, (11.20a) 
Elz 一 一 az — by + gle), (11.20b) 
如 果 这 些 方程 由 于 小 的 s 使 得 暂 态 过 程 衰减 掉 ， 将 存在 一 个 
边界 层 , 接 着 为 《11.20b) 可 用 
0 = —az — by + gle) 
代替 的 区 域 ， 将 其 代入 (11.202), 我 们 得 到 一 阶 方程 
y = LEG 
在 另外 一 类 问题 中 , 开始 给 出 微分 方程 《11.17a) 和 代数 
方程 (11.18) 的 组 .我 们 看 到 , 在 所 有 三 种 情形 中 ,都 存在 这 
个 问题 的 求解 区 域 ， 在 前 两 种 情形 ,都 存在 这 样 的 区 域 ,在 其 
中 必须 首先 解 全 部 微分 方程 问题 ， 然后 解决 确定 何 时 转换 成 
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另 一 种 方法 的 附加 问题 ， 

这 一 节 我 们 考察 一 种 方法 ， 这 种 方法 使 得 这 过 程 的 二 步 
可 以 统一 处 理 ， 这 样 ， 就 没有 必要 直接 对 y” 或 ye? 解 
《11.19) 或 者 决定 那个 区 域 是 否 适 当 . 

考虑 解 (11.19) 的 多 值 方法 的 标准 形式 ， 欲 确定 w ,使 
| | a, = Aa, + lo i 

满足 €11.19), & F(a) = Fla, a,/h,21a2/h*, t.e} plal h, 

”人 如， 如 果 F 具 有 连续 导数 , 则 存在 一 个 5, 使 得 : 


a, = day 一 LEEG) Al FC4a,4) (11.21) 
(在 数值 上 ,可 用 类 似 于 拟 Newton 方 法 


&,,(0) 一 人 Bi， 


一 人 
amt) = anim) 一 1| 2 ° | F (anem) 
. Oa 


的 迭代 方法 找到 这 个 解 ， 其 中 6F/6a RA Stiff 方法 那样 在 
它 的 变量 的 茶 一 个 适当 点 上 求 值 )、 如 果 考 察 (11.21) 对 数值 
扰动 e 的 稳定 性 ,得 到 

e, = Spenn + OCe, + P,Y, 
其 中 P, 为 预 估 中 截断 误差 的 阶 的 量 《如果 F 对 a 是 线性 的 ， 
TERR T) 


CORO 


EAT RERHA—TA. BE OF /Oy?? KAZ, 对 于 


小 的 A, 我 们 找到 
S, = m- 15; Pej 4+ OCh) = S + OCA), (11.22) 
注意 ， 这 与 第 九 章 中 得 到 的 误差 增 大 矩阵 8 仅 相差 1/1, 项 


(事实 上 , 表 9.1 中 给 出 对 5 阶 方程 的 Adams 型 方法 用 =1, 
所 以 不 存在 差别 )， 
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在 第 9 章 ， 我 们 找到 的 1 依赖 于 求解 方程 的 阶 ， 如 果 能 
找到 不 依赖 于 p 的 工 使 得 由 《11.22) 给 出 的 5 对 若干 个 ?的 
值 稳定 , 则 得 到 的 方法 就 可 用 来 解 隐 式 方程 《11.19), 而 不 需 
要 知道 它 的 实际 阶 , 只 要 知道 它 的 阶 使 5 稳定 。 一 个 有 趣 的 
事实 是 , 表 11.2 中 给 出 的 1 使 得 5 对 所 有 0<p Ch A.A 
此 , 这 些 方法 对 太志 6 的 所 有 名 阶 隐 式 方 程 均 可 应 用 .如 果 
阶 是 固定 的 , 即 6F/6y* 距 零 是 有 界 的 , 则 不 管 ? 在 范围 O< 
pk HAMA, 当天 -0 时 方法 收敛 . 

但 是 ,在 区 间 中 某 个 点 上 ,8F/6y? 趋 于 零 的 情形 ,可 能 
出 现 问 题 , 这 可 以 考虑 方程 

Fly, ys 4) = g(t) + yf@) — ely = 0 (11.23) 
看 出 。 对 于 这 个 问题 , 5, 由 | 
Sa = CU — Ill Af Ltn) — LeCe, JITLA Cn) — eCe 671) 4 
给 出 。 如 果 当 :增加 时 e(z) 趋 于 零 ,但 fz) < 0, 我 们 可 在 范 
围 0 < h < h HERRIA 有 ,使 得 对 一 些 z,p 一 Af(e)/e( 
负 半 平面 中 的 任意 值 ( 正 半 和 平面 中 的 点 勿 需 考 虑 , 因 当 * 增加 
时 ,微分 方程 愈 来 你 不 稳定 )， 因 此 , 必然 涉及 当 Reu) <0 
1 — If uô? 87 
| s, = [He] 4 
的 稳定 性 。 这 恰好 是 上 一 节 所 讨论 的 Stiff 稳定 性 问题 , 而且 
我 们 已 经 看 到 ,在 整个 Relu) 委 0 中 可 以 对 二 阶 方法 使 5, 是 
稳定 的 ,在 ReCx) < 0 的 大 部 分 可 由 至 少 直 到 十 一 阶 的 方法 
使 5, 稳定 。 对 ， 阶 方程 ,我 们 注意 


r—al> Za 
-一 -一 一 二 上 jA 


n 
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对 任何 稳定 的 形 如 
byl?) 
uoy 十 phy’ + +> + + pn = 0 


的 方程 的 稳定 性 区 域 . 但 到 目前 为 止 还 不 知 有 任何 结果 。 

代数 方程 . 

当 (11.19) 中 的 p = 0 时 ,我 们 求解 一 个 代数 方程 . 在 这 
种 意义 下 ， 将 代数 方程 看 成 是 阶 为 零 的 微分 方程 。 如 果 用 上 
面 提 出 的 方法 来 解 那 样 的 方程 ， 我 们 得 到 由 《11.22) 给 出 的 

= 0 的 误差 增 大 和 矩阵 5. 我 们 已 经 指出 ， 由 表 11.2 给 出 的 

对 Stiff 方 程 是 稳定 的 ， 

事实 上 ,在 这 种 情形 , 5 的 所 有 特征 值 均 为 办 这 可 由 观 
察 方程 | 

| = f(y, £) 

当 e 一 十 0 的 极限 看 出 . pr Əf/ðy <0, 对 小 的 正 se, 这 是 
一 个 Stiff HE. S 的 特征 值 是 CE) + (1/e)COF/Oy)o CE) 的 
零点 . 当 s 一 0 时 ,它们 变 成 co(#) 的 零点 ,由 于 o(5) = Et, E 
们 都 是 零 , 4s 一 0 时 ,微分 方程 变 成 代数 方程 . 
当 这 个 方法 应 用 于 代数 方程 时 , 我 们 用 前 面 的 志 上 的 ， 
值 作 多 项 式 外 播 来 进行 预 估 Fly, = 0 Æ t, R, 然后 用 
解 (10.19) 的 方法 进行 校正 。 如 果 应 用 Newton 校正 迭代 , 它 
与 用 Newton 方法 解 方程 FC(y, t) = 0 是 一 样 的 . 

直接 利用 过 ys， yn- Yaa HINE ARFER yn 的 
”初始 近似 ,然后 用 Newton 方法 ,也 可 以 得 到 这 种 类 型 的 方法 . 
如 了 果 校 正 迭 代 到 收敛 ,没有 一 个 误差 的 传播 会 超过 《十 1 和 步 ， 
这 种 方法 的 误差 增 大 和 矩阵 的 特征 值 均 为 零 ， 因 此 ， 这 种 方法 
等 价 于 前 面 的 方法 ,并 且 将 其 写成 标准 形式 时 具有 相同 的 I， 

一 种 方法 可 以 同时 求解 代数 方程 和 微分 方程 这 一 点 ， 对 
在 网 络 分 析 和 模拟 中 出 现 的 方程 类 型 是 重要 的 ， 它 们 常常 是 
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形 如 
F(y, y',7) =0 
的 隐 式 方程 组 , 其 中 下 和 y 都 是 向 量 , 它们 表示 :个 方程 和 
:个 因 交 量 ， 在 这 种 情形 ,每 个 因 变 量 的 校正 是 
[oy Pt By gl FOr» 
的 分 量 , 没 有 必要 直接 对 下 解 出 Y 或 者 确定 哪个 方程 是 微分 
方程 ， am| SE 1 + FL) ae ERMAR 
y Oy R | 
AR RIA AY. [YL Tewardson (1967), Tinney 和 
Walker (1967) 和 Willoughby (1969) ] 
如 果 公式 中 对 一 些 因 变 量 呈 线性 关系 ， 并 且 不 出 现 导 数 
(这 是 经 常 发 生 的 ), 我 们 将 这 些 因 变量 重 记 成 v, 方程 记 成 
. Fly, y, :)+Pv=0, 
其 中 的 分 量 已 经 从 y 中 去 掉 , 并 且 P 为 常 矩阵 。 于 是 可 以 
看 到 ,在 校正 迭代 中 y 的 变化 与 v 的 预 估 值 无 关 . 因此 , 仅 须 
贮存 v 的 值 , 而 不 要 它 的 导数 ， 并 且 对 v 不 需要 应 用 预 估 过 
程 。 这 种 处 理 的 更 详细 的 情形 可 以 在 Gear (1971) Calahan 
(1969) 和 Hachtel 等 (1971) 中 找到 . 


11.3. 参数 估计 


一 般 , 常 常 假定 系统 的 性 能 由 依赖 于 参数 P = {p} 的 微 

分 方程 组 给 出 .在 不 同时 刻 的 实验 量 测 值 给 出 解 的 近似 值 , 问 
题 是 要 寻找 这 些 参数 .假定 方程 组 为 OO 
y = f(y,:,P) y(0) = y,(P): (11.24) 
HAA z = yr) (i = 1, +, m). 如 果 刚 好 给 出 与 参数 
和 方程 个 数 相同 的 yl) 的 值 ， 我 们 要 解 一 种 类 型 的 边 值 问 
题 ,通常 yCzi) 的 值 比 参数 及 初 值 能 够 满足 的 数目 要 多 ,所 以 ， 
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用 最 小 二 乘 方 的 处 理 来 满足 这 些 条 件 是 合适 的 .(11.24) 的 解 
可 表 成 

yl) = FG,P), (11.25) 

BINH ATER | 

> Cr — z; llo? (11.26) 


的 函数 达到 极 小 值 ， 其 中 fi; 是 可 以 排除 向 量 的 一 些 分 量 
《如 果 它 们 没有 被 指定 的 话 ) 的 模 ,这 里 不 讨论 求 极 小 值 问 题 ， 
读者 可 以 参考 这 一 领域 中 的 许多 文 Bm, 例如 Kowalik 和 
Osborne (1968), 

一 些 方法 需要 计算 (11. 26) 对 参数 的 偏 导数 ， 这 可 以 数值 


”地 用 差分 来 做 到 ,如 果 有 9 个 参数 及 y 有 * 个 分 量 , 则 需要 对 


s 个 方程 积分 g 十 1 次。 另外 ， BATA Oy'/ Op 的 微分 
方程 。 从 (11.24), 有 


Oy of Of ay 
-2 (Oy) OF | OF OY 11.27 
(SB) OP .dy OP” | € ) 


(11.24) F (11.27) 是 必须 积分 一 次 的 (9? + 1)s 方程 组 .如 果 
OF/OP 很 复杂 , 这 种 处 理 似乎 比 数值 微分 费事 ,但 是 , 另外 一 
种 直接 微分 好 处 极 大 . 特别 , 如 果 原 始 问题 是 Stiff 的 ， Aa 
Of/dy 必须 用 某 种 方式 近似 。 因 为 


ð 
9 |< 3) of 

aB Oy 6y’ 

dp! 
所 以 两 者 有 相同 的 特征 值 ,于 是 组 (11.27) 也 是 Stiff 的 ; 可 以 
将 校正 先 应 用 到 (11.24) 来 计算 yr 然后 处 理 (11.27)。 对 
于 每 个 六 ,在 校正 的 Newton 迭代 中 ,向量 6y/8pi 使 用 了 y 所 
使 用 的 相同 矩阵 ,所 以 它 不 需要 重新 计算 . 

如 果 初 始 值 未 知 , 它们 可 以 考虑 成 参数 。 如果 测量 z 的 
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时 刻 T; 中 有 误差 ,由 于 
Dy(z;) = f(y(r;),7;, P) 


Or, Pm 


已 知 , 它们 可 以 包含 在 使 (11.26) 达到 极 小 值 的 未 知 量 中 。 


问 


1. 证 明 : 在 11.1.1 节 的 试验 例子 , 当 系统 达到 稳定 后 , 如 果 ， 在 每 个 
分 量 上 的 扰动 超过 0.005 ( 带 适 当 的 符号 ), 不 是 适 定 的 。 
(2. (a) 应 用 方法 
qı = ys + Buhf(qi) + Brkt (yeni) 
Yar: = Yn + BA) + Birkin) 
对 方程 y = Ay , H Yas A FIA RIR Yapi. 
(b) 这 个 方法 的 最 高 阶 是 多 少 ? 
(c) 对 这 个 阶 Bry 的 值 如 何 ? | 
3. 假定 应 用 梯形 法 则 从 t Ej n 十 4 积分 一 步 ， 得 到 和 ri 然后 用 
4/2 步 长 积分 二 步 得 到 名 +:， 可 以 证 明 


49 — ~ 
Yau = Yet - Vsti 


的 局 部 截断 误差 是 0( 如 ). 这 方法 4 稳定 吗 ? 

4. 证 明 由 (11.16) 给 出 的 方法 是 4 稳定 的 。 

5. 如 果 用 Euler 方法 积分 方程 

| y =10(et — y) +e’, y(O) 一 1 . 

阿 到 什么 精确 度 时 Stiff 性 成 问题 了 ? 

6. 考虑 单个 的 一 阶 方程 

y = f(y,t), 7(0) 一 yo tE [0,6], 

其 中 1 有 连续 的 有 界 的 导数 ,并 且 对 这 个 特殊 的 问题 有 


ð 
区 -< 


其 中 工 和 4 HERK EuL, 用 固定 步 长 的 多 值 方法 积 
分 这 个 问题 ,并 且 校 正 是 用 Newton 方法 选 代 到 收敛 ; 知道 它 的 局 


+275 。 


部 截断 误差 对 4<<h。 以 Th"+' 为 界 以 及 矩阵 


1 — 1(8T — ALT) 
SO) = [+ I, — AL, E 


对 SAGA, BA RE BEV) F 1; EAE Ea ELS 
ERR] XSA 推导 与 工 无 关 的 误差 的 界 。 


7. 已 知 化 学 实验 中 二 种 成 份 的 浓度 满足 种 微分 方程 组 


d 
Z = ky + ki(b — 2y — z)zs 


dz 
g Re + ACO — ay ala y o 8) ~ 2, 


Hp k 是 未 知 的 正常 数 , 而 a 和 “是 已 知 的 正常 数 。 
作 了 下 面 的 试验 : 
(a) t=0 时 ， & a, b, 0) 和 >*(0) HA 
a = 1.0, 6=2.0, y(0) = 0.25, 2(0) = 0.50, 
(>) 在 不 同时 刻 y) 和 al) 的 样本 值 , 数据 如 下 : 


- t YO z(t) 


0 0.250 0.500 
0.333 0.301 0.403 
0.672 0.324 0.362 
1.012 0.335 — 0.345 
oo 0.345 0.332 
化 学 家 认为 :== co 表示 使 组 达到 稳定 ( 即 学 = _ ERA 


KEN. 在 这 各 情形 .1100 组 证“ 
从 直观 考虑 ,化 学 家 知道 应 该 接近 于 1, 你 能 为 他 计算 出 天 ， 
的 什么 值 ? 估计 这 些 解 中 的 误差 ， 
8. 证 明 11.2 节 最 后 的 * 的 预 估 信 不 影响 校正 迭代 的 命题 是 正确 的 
(忽略 伟人 误差 )。 
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12, 方法 的 选取 


这 一 章 给 出 (对 给 定 问题 ) 选 取 方 法 的 一 些 规则 ， 这 些 说 
”上 明 是 根据 方法 的 目前 状态 给 出 的 , 因此 , 还 将 讨论 一 些 问题 ， 
这 些 问题 的 进一步 发 展 可 能 改变 这 些 规 则 . 

对 于 给 定 的 方法 类 ， 选 取 步 长 和 阶 的 准则 在 第 5 章 对 单 
步 方 法 讨论 过 了 ,对 其 它 方法 ,如 果 仍 假定 目的 是 为 了 得 到 每 
一 次 函数 求 值 可 达到 最 大 的 步 长 ， 则 这 些 准 则 同 祥 适 用 。 选 
取 等 价 的 多 步 方 法 的 不 同 表 达 式 在 第 9 章 讨 论 了 . Ab, wz 
需要 在 各 种 类 型 的 方法 (Taylor 级 数 ，Runge-Kutta, 多 值 ， 
Bulirsch-Stoer 以 及 用 到 方程 的 更 多 知识 的 一 些 方法 ) 中 进行 选 
择 ,而 且 在 Runge-Kutta 和 多 值 方法 的 情形 , 要 在 方法 的 常数 
可 以 取 的 各 种 值 中 进行 选取 (这 些 值 影响 Runge-Kutta 方法 的 
截断 误差 ， 而 在 多 值 方法 的 情形 ， 影响 鹤 煌 误差 和 稳定 性 区 
域 ). 

普通 的 问题 

可 以 将 在 数字 计算 机 上 求解 的 许多 方程 归 人 普通 问题 
类 ,因为 即使 用 最 差 的 求解 方法 ,耗费 的 机 器 时 间 也 很 少 。 这 
时 决定 最 好 方法 的 原则 是 要 尽 最 减少 人 准备 程序 的 时 间 ， 于 
是 具有 定 步 长 的 古典 Runge-Kutra 方法 是 最 方便 的 一 个 方法 . 
如 果 欲 确定 精度 是 否 满足 要 求 , TRS Kes. 但 是 ,如 果 
计算 机 程序 库 中 包含 写成 标准 程序 而 不 需要 特殊 起 始 过 程 的 
其 它 方法 , 则 它们 也 一 样 可 以 用 .如 果 问 题 简 单 ( 例 如 > BR 


”性 的 ), 又 是 Stiff 的 ( 象 用 Runge-Kutta 方法 ,需要 非常 小 的 步 
长 ), 于 是 用 梯形 法 则 有 效 ， 但 是 ,必须 解 一 个 隐 式 方程. ER- 
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性 方程 的 情形 ， 可 以 用 直接 法 求解 . FRE RDB ARR. 
的 方法 可 用 . 

光滑 的 非 Sutt 问题 ， 

无 论 Bulirsch-Stoer 或 者 多 值 方法 , 对 这 些 问 题 都 是 好 的 ， 
对 于 许多 问题 ,Bulirsch-Stoer 方法 属于 最 快 的 方法 之 列 , 但 是 
直到 现在 ,还 不 知道 确定 最 好 的 阶 和 步 长 的 准则 . RAO 
中 给 出 的 自动 方法 那样 的 多 值 方法 在 起 始 计算 中 要 花费 相当 
的 时 间 , 但 在 以 后 就 变 得 十 分 有 效 ， 因 此 ,如 果 微 分 方程 要 在 
大 区 间 ( 在 为 了 精度 要 求 需要 的 步 数 多 少 的 意义 下 ) 上 进行 积 
分 以 及 导数 的 相对 大 小 变化 不 快 ,多 值 方法 可 能 是 最 好 的 .如 
果 知 道 问题 不 具有 接近 增长 分 量 的 增长 速度 衰减 的 任何 分 
量 , 则 对 于 弱 稳 定 方法 或 与 其 相近 的 方法 ,可 能 的 较 小 截断 误 
差 是 值得 考虑 的 。 否则 ，Adams 方法 是 更 好 的 . 

具有 间断 的 问题 . 

不 少 问题 在 许多 点 上 有 间断 的 导数 ， 例如 ， 火箭 轨道 当 
发 动机 开 或 关 时 ， 将 具有 间断 的 二 阶 导数 . 在 这 样 的 点 上 采 
用 Taylor 级 数 展开 的 方法 , 必须 对 方法 的 阶 加 以 限制 。 例如 
对 火箭 轨道 ,在 出 现 间断 的 步 上 不 能 用 大 于 一 阶 的 方法 .只 要 
间断 在 区 间 n-ro td HAM, k 步 方 法 就 应 该 限制 成 一 阶 方 
法 .在 这 种 情形 ， 步 长 使 得 间断 点 仅 出 现在 节点 上 的 单 步 方 
法 是 最 好 的 ， 因 为 它 的 阶 没 有 受到 限制 。 对 这 些 问题 , 无 论 
Runge-Kutta 方法 还 是 Bulirsch-Stoer 方法 都 是 合乎 需要 的 . 

”高 阶 方程 . 

高 阶 方程 直接 方法 的 试验 [Gear (1967)] 和 初步 的 结果 
[Rutishauser 《1960)] 表 明 , 在 某 些 情形 , 将 方程 转换 成 较 低 阶 
的 方程 组 是 较 好 的 ， 而 在 男 外 一 些 情 形 ， 最 好 直接 处 理 高 阶 
方程 如果 用 后 一 种 方式 , 则 其 中 Adams 方法 的 多 值 推广 是 
”最 方便 的 ， 因 为 高 阶 方程 的 程序 本 质 上 等 同 于 第 9 章 中 给 出 
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的 一 阶 程序 . 
Stiff 方程 ， 
对 于 Siff 型 一 般 非 线性 方程 ,可 用 第 11 章 讨论 过 而 在 
第 9 章 编 成 程序 的 多 步 方法 来 处 理 . 其 它 的 方法 [Allen 
(1969), Calahan (1968), Pope (1963), 和 Rosenbrock(1963)] 
在 某 些 情形 可 能 会 更 好 一 点 ， 但 将 它们 写成 处 理 许多 情形 的 
一 般 程 序 是 比较 困难 的 ， Past Runge-Kutta 方法 看 来 有 希望 
处 理 那 些 可 能 出 现 间断 的 情形 , 特别 是 Axelsson (1969) 的 那 
些 方 法 , 它们 是 Siff 4 稳定 的 。 但 它们 需要 相当 多 的 函数 求 
。 “. 值 次 数 ,为 了 收敛 到 4 级 隐 式 方程 的 解 ， 大 概 需要 比 多 值 方法 
更 多 的 计算 ,因为 方程 组 的 个 数 是 原来 的 9 倍 。， 
如 果 方 程 是 线性 的 , 或 者 Siff 部 分 出 现在 线性 项 中 , 则 
Lawson (1967) 和 Dahlquist (1969) 的 方法 也 许 最 合适 ， EAR 
需要 寻找 适当 的 方法 来 控制 这 些 方法 中 的 误差 . 
当 Of/Oy 有 接近 于 虚 轴 的 特征 值 时 , 会 出 现 类 似 于 Stiff ， 
i 方程 的 情形 .如 果 这 些 特 征 值 比较 固定 ,众所周知 , 解 中 具有 
| 给 定 频 率 的 振动 分 量 ，Gautschi (1916) 就 已 经 提出 对 低 阶 三 
角 多 项 式 为 精确 的 方法 ， 就 象 通常 的 多 步 方法 对 低 阶 的 营 通 
多 项 式 精确 一 样 . 
五 种 方法 的 比较 


A 作为 前 面 各 章 提出 的 各 种 方法 的 相对 有 效 性 的 导 引 ， 对 


6.2 节 最 后 给 出 的 三 个 间 题 ( 负 指 数 , Euer 方程 ,和 J16) 用 下 

面 几 种 方法 进行 积分 :第 5 章 的 自动 Runge-Kutta 程序 CRK), 

” ， 第 6 章 的 多 项 式 和 有 理 外 揪 程 序 (POLY 和 RAT) 以 及 用 
Adams 或 者 Stiff 公式 的 多 值 方法 (ADAM 和 STIFF). 外 播 算 

» ”法 的 参数 MAXORD 和 MAXPTS 分 别 取 6 和 8， 每 步 的 误差 
% OCA"), ADAM 和 STIFF 的 最 大 阶 分 别 取 7 和 6。 试 取 的 
初始 步 长 对 RK,ADAM 和 STIFF Bx EPS, 对 POLY 和 RAT BX 
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CEPS)”, 面 两 个 方法 对 初始 A 步 长 的 选取 是 很 敏感 的 ， XE 
SPERE eo | 

SERRA REMAR RERA Z A A KA R 12.1 
到 图 12.3 表 出 . 为 达到 这 一 点 ,在 exp( 一 20) 和 Euler 方程 的 情 
形 ,EPS 从 10 一 变 到 10"; Æ J16 的 情形 ,从 10-* gajo, 
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图 12.2 Euler 方程 的 误差 
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图 12.3 J16 方程 中 的 误差 


Runge-Kutta 图 形 较 陡 的 斜率 表明 ,在 精度 低 时 很 好 。 对 这 些 

试验 ， 外 插 方 法 一 般 比 多 步 方法 好 .由 于 外 播 方法 的 初始 步 

”长 必须 小 心 选取 , 选 得 不 好 会 比 多 值 方法 的 结果 更 坏 ;以 及 由 

7 于 这 里 只 用 了 七 阶 的 Adams 方法 ,所 以 这 一 点 部 分 地 被 抵消 ， 

如 果 更 高 的 最 高 阶 方法 已 编 成 程序 ， 这 些 光滑 的 问题 将 在 很 
少 几 步 就 可 以 积分 完 . | 

如 果 将 子 程 序 所 用 的 时 间 取 成 4 + B XN 的 形式 , 其 中 

N 是 方程 组 中 方程 的 个 数 , K 12.1 列 出 了 子 程序 所 用 的 时 间 

《在 360/91 系统 上 用 了 IBM 360 FORTRAN H, OPT = 2), 

可 以 看 到 ，Runge-Knutta 对 每 次 函数 求 值 , -执行 速度 比 其 它 方 


me 12.1. 函数 求 值 时 IBM360/91 的- 


> 执行 时 间 (以 10-* 秒 为 单位 ) 
方法 | Adam Stiff Rk Rat Poly 
无 方程 

„a 时 的 时 间 112.7 925 497 333 288 
每 一 附加 


方程 的 时 间 179 456 12 58 45.0 


法 快 得 多 . 对 于 函数 求 值 时 间 少 的 问题 ， 程 序 本 身 的 工作 量 


就 很 重要 ， 因 此， 甚至 对 中 等 的 精度 Runge-Kutta 方法 也 是 
合适 的 .如 果 函 数 求 值 的 时 间 长 ,只 有 函 数 求 值 的 次 数 应 该 被 
R. 
12.1.2 RMK 

有 关 这 个 论题 的 评论 , 均 属 设想 , 并 且 在 很 短 的 时 间 内 ， 


预期 部 分 地 或 全 部 地 得 以 证 明 是 错误 的 .将 它 作 为 最 后 一 节 


的 理由 ， 是 想 提出 一 些 需 要 进一步 研究 的 比较 明显 的 领域 这 
些 领域 叙述 如 下 : 
1， 对 形 如 
(a) y = Ay + fle), 

(b) y = Aly + 1) 

的 线性 或 拟 线性 方程 的 方法 . 
2. 寻求 何 时 应 将 高 阶 方程 豆 近 处理 或 将 其 转换 成 较 低 
有 阶 方程 组 的 准则 ， 

3. Siff 方程 的 外 播 方法 . 

4， 建 立 Stiff 方法 的 适当 理论 . 

5。 对 变 步 长 的 多 值 方 法 进行 理论 推广 . 
虽然 目前 已 有 的 方法 对 于 其 解 或 者 9H 6y 的 特征 值 预先 


一 无 所 知 的 一 般 非 线性 方程 似乎 是 有 效 的 ， 但 是 对 范围 较 小 


的 方程 ,特别 是 线性 或 拟 线性 方程 ,总 可 用 比 目 前 的 方法 更 为 

O 有 将 的 方法 来 处 理 ， 许 多 大 的 系统 ,例如 出 现在 网 络 上 ,含有 

“很 大 的 线性 分 量 , 但 是 除了 简单 的 情形 外 :这 些 狂 质 几乎 还 没 
有 真正 探索 过 ， 

在 实际 中 并 不 经 常 过 到 超过 二 阶 的 方程 ， 除 了 缺少 二 阶 

导数 的 情形 外 , 何 时 使 用 直接 法 ,是 不 明显 的 ， 由 于 归结 成 一 


阶 方程 组 所 使 用 的 信息 几乎 将 处 理 的 信息 增加 一 倍 ,所 以 ,期 


e 282 + 


望 大 多 数 合适 的 直接 法 将 速度 加 快 一 倍 似乎 是 合理 的 、 

上 述 关于 外 插 法 的 试验 表明 , 当 对 非 Stiff 方程 与 其 它 方 
法 比较 时 ， 它 有 一 种 可 能 有 利 的 性 质 。Dahlquist (1969) 已 经 
指出 ， 将 外 插 法 应 用 到 梯形 法 则 对 Stiff 方程 可 能 是 有 效 的 . 
外 插 方 法 似乎 提供 了 对 阶 和 步 长 控制 的 最 灵活 的 处 理 ， 并 可 
以 代替 解 一 般 非 线性 问题 的 其 它 方法 . 

Stiff 问题 的 理论 工作 ,进展 不 大 。 最 迫切 需要 的 是 ,不 依 
MIF Jacobi 矩阵 特征 值 的 负 部 的 误差 界 , 以 及 和 欲 达到 这 样 的 
结果 系统 要 满足 的 最 小 附加 条 件 概念 。Dahlquist (1969) 对 非 
线性 方程 讨论 了 梯形 方法 . | a 

许多 方法 还 没有 进行 讨论 ,对 此 ,作者 相信 它们 最 近 还 不 
会 超过 本 书 强调 的 三 种 主要 方法 中 最 好 的 方法 ， 但 是 ， 在 这 
些 方法 中 ,有 许多 还 没有 象 Runge-Kutta,Adams RAIMA A 
那样 得 到 普遍 的 注意 ,必须 承认 ,也 许 在 另外 的 方向 上 会 取得 
很 大 的 进展 .前 面 没有 讨论 的 方法 中 有 Runge-Kutta 方法 与 多 
步 方法 的 联 用 [Butcher(1965B),Gragg 和 Stetter(19647), 和 Gear 
”《1965)], 其 中 用 到 由 前 面 的 点 得 到 的 信息 和 积分 区 | 间 中 非 节 
点 上 由 函数 求 值得 到 的 信息 .作者 的 初步 试验 表明 ， 它 们 的 
绝对 稳定 性 区 域 是 不 大 的 ,并 且 考 虑 到 误差 估计 和 步 长 选取 ， 
比 起 简单 的 Adams 方 法 要 求 更 多 的 函数 求 值 次 数 ， 
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